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Matematica IT - Guia 12
’7 Método de integraciéon: Descomposicion en fracciones simples.

Objetivos a cubrir Cédigo : MAT-CI.12
e Método de integracion: Descomposicion en fracciones simples. Ejercicios resueltos.
. 222 —xz — 30
Ejemplo 275 : Integre ———— dz.
¢ —2—6

Solucién : Observemos que el grado del polinomio de numerador es igual al grado del polinomio del denom-
inador, asi, debemos dividir los polinomios

222 —xz — 30 2 —xz—6
—2x2 4+ 2z + 12 2
r— 18
es decir,
222 —x — 30 xr — 18
—_— =24+ ——.
22— -6 2 —2x—6

Por lo tanto )
2z —x — 30 r— 18 r— 18
—— dx = 24+ ———|de=[2d — dx.
/ 2—x—6 * /( +a:2—:17—6> * / x+/x2—:17—6 *

La primera integral del lado derecho de la igualdad es sencilla,
/ 2dr =2z +C;

La segunda integral la resolvemos por el método de las fracciones simples. Factorizamos el denominador
2’ —x—6=(x+2)(x—3).
Escribimos las fracciones simples correspondientes

T — 18 A B

xz—x—6_1+2+x—3

Buscamos los valores de las constantes A y B, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos el
método de los coeficientes indeterminados
r—18 A N B r—18  A(x-3)+B(zx+2)
2—r—-6 z+2 x-3 2—z-6  (z+2)(z—-3)

de aqui,
x—18=A(x—-3)+B(z+2).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.
Si x =3, sustituimos en la igualdad z—18=A(z—3)+ B(x+2) vy se tiene

(3)—18=A((3)-3)+B(3)+2) = —15=A(0)+B() =— —15=5B,

de aqui B=—=-3

Si x = —2, sustituimos en la igualdad x—18=A(z—3)+ B(z+2) y se tiene

(—2) =18 = A((-2)—3)+B((-2) +2) = -20=A(-5)+B(0) = —20=—5A,
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de aqui A=_—"—-14

Entonces
r—18 = 4 -3

x2—x—6_$+2+$—3’

/:1:—18d7/4+ / +/—3d
2 _—z-6 "7 x4+ 2 du z—3 %

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve con el cambio de variable

por lo tanto,

Calculo del
u=x+4 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda
du
— d:v—4 — =4In|u|+Cy =4ln|x + 4] + Cs.
u

La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve con el cambio de variable
Calculo del
u=x—3 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

-3 d
/ 3d:v:—3 —u:—31n|u|+03:—31n|x—3|+03.
u

T —

Asi

)

2x° —x — _
/:1: T 3de_/2d:1:—|—/ dx—/2dx+/— I+/—3d:c
22—x—6 z—3

=2x+4In|z+2|—3ln|jz - 3|+ C.

Finalmente,
222 —x — 30
/L de =2z +4Injz +2|—3Injz — 3| + C.
2—x—6
*
— 422 4423 -4
Ejemplo 276 : Integre /317 vt AT dx.

1—222 -2z

Solucién : Observemos que el grado del polinomio de numerador es mayor que el grado del polinomio del
denominador, asi, debemos dividir los polinomios

423 — 42 + 3z — 4 222 —x+1
—42% — 222 + 2x —2x+3
—622 + bx — 4
622 + 32 — 3
8 — 7
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Luego

4o —4a® + 3w —4 o34 8x — 7
1—-222—2 - 1—222 -2

Por lo tanto,
4o — 422 + 3z — 4 8x —7 8xr —T7
der = -2 34+ ————|dz=— [ 22 d 3d — dzx.
/ 1—-222 -2 . /( S +1—2x2—x) . /:1: :c+/ x+/1—2x2—x o

La primera y la segunda integral del lado derecho de la igualdad son sencillas,

—/2xda¢:—:172—|—01 y /3da::3:17—|—02.

La tercera integral la resolveremos por el método de las fracciones simples. Factorizamos el denominador
1-22%2 —z=(z+1)(1—2x).
Escribimos las fracciones simples correspondientes

8x — 7 A B

1—2x2—:v_:v+1+1—2x

Buscamos los valores de las constantes A y B, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos el
método de los coeficientes indeterminados
8x — 7 A B 8x —T7 A(l1-22)+B(z+1)

= et =
1—-222 -2z x+1+1—2:v 1—222 —x (z+1)(1—22)

de aqui,
8r—7T=A(1—-2z)+B(x+1).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.

Si x = —1, sustituimos en la igualdad 8x—7=A(1—-2z)+ B(z+1) y se tiene

8(-1)—7=A(1-2(-1))+B((-1)+1) = —15=A@3)+B(0) = —15=34,

de aqui A=—""=_5

1
Si z=3, sustituimos en la igualdad 8x—7=A(1—2z)+ B(x+1) y se tiene
1 1 1 3 3

de aqui

Entonces
8r — 17 ) -2

1—2x2—x_x+1+1—2:v’

8¢ — 7 -5 ) _5 )
/1—2:52—:5 o /<x+1+1—2x> v /w—i—l I+/1—2x .
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La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x+1 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda
—d:z:——5 " — = —5ln|ul+C5=—-5In|z + 1|+ Cs.

La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve con el cambio de variable

Calculo del
u=1-2x _ du = —2 dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

2 d
/ dgg:/_u:1n|u|+C4:1n|1—2x|+C4.
u

1—2x
Asi,
/4x3—4x2+3x—4d /2 d+/3d +/ 8x—7 p
x dr T T
1—222 -2z 1—222 -z
-5 -2
=—[2xdr+ [3dx+ | —— dz+ dx
z+1 1-—2x
=—22+3zx—5In|r+ 1| +In|l — 22|+ C.
Finalmente,
3z —4x? + 423 —4
/ i de =3z — 2% —5In|z + 1| + In|1 — 22| + C.
1—-222 -2
*
2
1
Ejemplo 277 : Integre /:10—}—39674— dx.
e+

Solucién : Como el grado del polinomio de numerador es menor que el grado del polinomio del denominador
no se dividen los polinomios, asi resolvemos la integral por el método de las fracciones simples. Factorizamos el
denominador

x3+x=x(:62+1).

Escribimos las fracciones simples correspondientes
r+a?+1 A Bx+C
B+ oz 241

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados

r+2°+1 A Bx+C z+22+1 A(@®+1)+ (Bx+O)x
B+ r 2241 B4+ x(z?241)
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de aqui,
z+2°+1=A(2"+1)+ (Bz+C)uz.

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.
Si =0, sustituimos en la igualdad =z +2?+1=A (2?2 +1)+ (Bx+C)z y se tiene

(O)+(0)2+1=A((0)2+1)+(B(0)+C)(0) — 1=AM)+(0+C)(0) = 1=4,

de aqui A=1

Si =1, sustituimos en la igualdad =z +2?+1=A (22 +1)+ (Bx+C)z y se tiene

(1)+(1)2+1:A((1)2+1)+(B(1)+C)(1) — 3=A@)+(B+C)(1) = 3=24+B+C,
como A = 1, obtenemos

3=2(1)+B+C — 3=2+B+C,

de aqui B+C=1

Si z = —1, sustituimos en la igualdad 2 +2?+1=A(2*+ 1)+ (Bz+C)z y se tiene
D+ +1=A(C+1) + BN +O)(-1) = 1=A@R)+(~B+0)(-1)

== 1=2A+B—-C,

como A = 1, obtenemos

1=2(1)+B-C = 1=2+B-C,

de aqui B-C=-1

Resolvemos el sistema de ecuaciones
B+C=1
B-C=-1

Entonces

x4+x2+1 A Bx+C
¥4z x 2 41 34+ r x2+1

241 1 1 1 1
/de:/ -+ dx:/—da:—i—/—dx.
3+ r x22+1 x 2+ 1

La primera integral del lado derecho de la igualdad es de tabla, nos da

por lo tanto,

1
/— dx =n|z| + C;.
x
La segunda integral del lado derecho de la igualdad también es de tabla y tenemos

1
/1.2——'_1 de? = arctanx —+ OQ.
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Finalmente

2

1

/x—i—fi—’— dx =In |z| + arctanz + C.
x>+

13z — 222+ 5
3 —a22 —Tr+15

Ejemplo 278 : Integre /

Solucién : Como el grado del polinomio de numerador es menor que el grado del polinomio del denominador
no se dividen los polinomios, asi resolvemos la integral por el método de las fracciones simples. Factorizamos el
denominador

2’ —2® =Tz +15= (2 +3) (2° — 4z +5) .

Escribimos las fracciones simples correspondientes

13z —22°+5 A L _BexC
w3 —a2 —Tr+15 x+3 a2—4x+5

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados

1Bz—222+5 A n Bx+C N 132 — 222 +5 _A(x2—4x+5)+(B:C+C)(:C+3)
w3 —22—Tx+15 z+3 22—4dx+5 3 — 22 —Tr+15 (x4 3) (22 — 4z +5) ’
de aqui,

13z —22*+5=A (2> —da+5) + (Bz + C) (z +3).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.

Si = —3, sustituimos en la igualdad 13z — 22?4+ 5 = A (2> — 4z +5) + (B + C) (z +3) y se tiene
13(=3) =2 (=3)" +5 = A (=3 = 4(=3) +5) + (B (=3) + C) ((-3) +3)

—  —39-18+5=A(9+12+5)+(-3B+C)(0) = —52=264,

de aqui A=-2

Si 2 =1, sustituimos en la igualdad 13z —222 +5=A (22 —42+5) + (Bx +C) (z +3) 'y se tiene
13(1) = 2(1)" +5= A (1) = 4(1) +5) + (B(1) + C) (1) +3)

= 13-245=A(1-44+5)+(B+C)4) = 16=24A+4B+4C,
como A = —2, tenemos

16 =2(-2)+4B+4C = 16=—4+4B+4C,

de aqui 4B + 4C = 20.

Si = —1, sustituimos en la igualdad 13z — 222 +5 = A (2> — 4z +5) + (Bx + C) (z +3) y se tiene
13(-1) = 2(=1)* +5 = A (1> =4 (=) +5) + (B(~1) + C) ((-1) +3)

—  —13-24+5=A(1+4+5)+(-B+C)(2) = —10=104—2B+20C,
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como A= —2, tenemos

~10=10(-2) —2B+2C = —10=—20—2B+2C,

de aqui —2B +2C = 10.

Resolvemos el sistema de ecuaciones

4B +4C =20
— B=0 y C=5
—2B+2C =10
Entonces
13z — 222 +5 A Bx +C 13z — 222 +5 -2 5
—

)

x3—x2—7x—|—15:x—|—3+:172—4x—|—5 x3—x2—7x+15:x+3+x2—4x—|—5

por lo tanto,

/ 13z — 222+ 5 d / -2 n 5 d /—2 dx+/ 5 dx
€T = T = .
3 —ax2 —Tr+15 r+3 22—-4x+5 z+3 2 —4x+5

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x+3 _ du = dzx,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

-2 d
/ dwz—?/—u:—21n|u|+01:—2ln|x+3|+Cl.
z+3 u

La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve completando cuadrado

2 —dx+5=(x—2)°+1,
)
/7dx:5/d7g
2 —4x+5 (x—2)°+1

Calculo del
u=x—3 B du = dz,

diferencial

se obtiene

se propone el cambio de variable

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d d
/( 2:;:2 1 :/ 2-7—1 = arctanu + Cy = arctan (x — 2) + Cy,
L= + U

y la primitiva es

5 dx
————dr =5[] ————— = 5arct —2)+ Cs.
/:1:2—4:1:+5 o /(:c—2)2+1 arctan (2 )+
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Asi,
13z — 222 +5 —2dx 5 dx
der = | —— —_— =21 3| + 5arct -2 C.
/:103—:102—7:10+15 * /x+3+/:62—4$+5 n e+ 3|+ barctan (z — 2) +
Finalmente )
13z — 2 5
/ = _xxz _967;—_'_ 5 dx = 5arctan (x — 2) — 2In |z 4+ 3| + C.
*
13z 4+ 2% + 48
Ej lo 279 : Int dx.
JEempro neegre / 1192 + 1922 + 2° + 245

Solucién : Como el grado del polinomio de numerador es menor que el grado del polinomio del denominador
no se dividen los polinomios, asi resolvemos la integral por el método de las fracciones simples. Factorizamos el
denominador

1192 + 1922 + 2% + 245 = (z + 5) (z + 7)°.
Escribimos las fracciones simples correspondientes

13z + 2” + 48 A B C
1192+ 1922 + 23+ 245 45 x+7  (z+7)%

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados

13z + 2* 4 48 A B C
1192+ 1922 + 234245 2+5  z+7  (z47)°
132 + 22 + 48 CA@+ 7+ B@+5)(z+T7)+C(z+5)
1192 + 1922 + 23 + 245 (z+7)2 (z +5) ’

de aqui,
130 +224+48=A(x+7)°+B@+5) (x+7)+C(z+5).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.

Si z = —5, sustituimos en la igualdad 13z + a2+ 48 = A(z +7)° + Bz +5) (z +7)+C(z+5) 1y se
tiene

13(=5)+ (=52 +48 = A((=5) +7)> + B((=5) +5) ((=5) + 7) + C ((=5) +5)

— —65+25+48=A(2°+B(0)(2)+C(0) = 8=44,

de aqui A=2.

Si z = —7, sustituimos en la igualdad 13z + a2+ 48 = A(z +7)° + Bz +5) (x +7)+C(z+5) 1y se
tiene

3=+ (=72 +48=A(=1)+ 1)’ +B(=7)+5) ((-=7)+7)+C((-7) +5)

— 91 +49+48=A(0°+B(-2)(0)+C(-2) = 6= -2C,

de aqui C=-3.
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Si z =0, sustituimos en la igualdad 13z+22+48 = A(z +7)°+B(x+5)(x+7)+C (2 +5) y se tiene
13 (0) 4 (0)* + 48 = A((0) + 7)> + B ((0) +5) ((0) + 7) + C ((0) + 5)
—  04+0+48=A(7)+BG)(7)+C(5) = 48=49A+ 358 +5C,
como A=2y C = -3, setiene que

A8 =49(2) +35B+5(—3) = 48=98+35B—15 —> —35=35B,

de aqui B=-1

Entonces

13z 4 22 + 48 A n B n C
1192+ 1922 + 234245 45 z+7  (z+7)°

13z + 2% + 48 2 -t -3
1192+ 1922 + 234245 z+5  z+7  (z47)%

por lo tanto,

13z + 2% 4 48 2 -1 -3 2 dx —dz -3 dx
dxr = + + 5 | dx = + + 5.
1192 4 1922 + 23 + 245 r+5 z+7 (z+7) x+5 x+7 (x47)

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=2x+5 _ du = dzx,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

2 d
/—d:vz?/—u=2ln|u|+01=21n|x+5|+01.
z+5 U

La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x+7 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

-1 d
/x—l—? de = — Zu =—Inju|+Cy=—In|z+ 7|+ Cs.

La tercera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el mismo cambio de variable utilizado
para resolver la segunda integral

Calculo del
u=x+7 _ du = dz,

diferencial
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con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

-3 d 1 3
/72d:c:—3 iy SN 4Oy
(x+7) U U 47

Asi

)

/ 13z + 2% + 48 p /2dx+/—d:c+/ —3dz 2nlz+ 5| —In|z+ 7]+ 3 L
r = =2n|z —In|z — :
1192 4 1922 + 23 + 245 r+5 r+7 (z+7)° T+ 7

Finalmente

13z + 22 + 48 3
dz = 21 5 — 1 T+ 2+
/119x+19:v2+9c3+245 v =2me 45 —lnjr+ 7|+ == +

522 — 10z — 423 + 5
202 —2x — 223 + x4 + 1

Ejemplo 280 : Integre /

Solucién : Como el grado del polinomio de numerador es menor que el grado del polinomio del denominador
no se dividen los polinomios, asi resolvemos la integral por el método de las fracciones simples. Factorizamos el
denominador

222 — 2z — 223 + 2t +1 = (x2—|—1)(:v—1)2.

Escribimos las fracciones simples correspondientes

522 —10x — 423 +5 A n B +C’:c—|—D
22 —2x —2a3+24+1 -1 (x—1)* 2241

Buscamos los valores de las constantes A, B, C y D, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello
aplicamos el método de los coeficientes indeterminados

522 — 102 — 422 +5 A n B +C’:c+D
202 -2z — 23+t +1 x—1 (z—1)7%  a2+1

522 — 10z — 42® + 5 Az —1) (2> +1) + B (2% +1) + (Cz + D) (z — 1)?

— =
202 — 22 — 223 4ot 41 (x —1)* (22 +1)

)

de aqui,
5:62—10x—4x3+5=A(x—1)(:v2+1)+B(w2+1)+(0x+D)(x—1)2.

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.

Si x =1, sustituimos en la igualdad
52° — 10z —42® +5=A(z —1) (z° +1) + B (2* + 1) + (Cz + D) (z— 1)

y se tiene
5(1° =10(1) = 4(1)° +5=A((1) = 1) (1)* +1) + B ((1)* +1) +(C (1) + D) (1) = 1)*

= 5-10—-4+45=A4(0)2)+B(@2)+(C+D)(0? = —4=2B

3

de aqui B =-2
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Si x =0, sustituimos en la igualdad
52° — 10z —42® +5=A(z —1) (z° + 1) + B (2* + 1) + (Cz + D) (z— 1)
y se tiene

5(0) = 10(0) = 4(0)° + 5= A((0) = 1) (0 +1) + B ((0)* +1) + (C (0) + D) ((0) ~ 1)*

— 0-0-045=A(-1)(1)+BQ1)+(D)(-1)>) = 5=-A+B+D,

como B = —2, se tiene que
5=—-A+(-2)+D = 7T=—-A+D,
de aqui —A+D=T.
Si = —1, sustituimos en la igualdad

522 — 10z —42® +5=A(x — 1) (2 +1) + B (2 + 1) + (Cz + D) (x — 1)
y se tiene
5(-1)° = 10(=1) =4 (-1’ + 5= A((=) = 1) (=1 +1) + B ((=1)* +1) + (C (1) + D) (=) ~ 1)*

—  54104445=A4(-2)(2)+B@2)+ (—-C+D)(-2)° = 24=—4A+2B—4C +4D,

como B = —2, se tiene que
24 =—4A+2(-2)—4C+4D = 28 = —4A —4C + 4D,
de aqui —4A —-4C +4D = 28.

Si x =2, sustituimos en la igualdad
5 — 10z —42® +5=A(x — 1) (2 + 1) + B (2 + 1) + (Cz + D) (z — 1)
y se tiene

5(2)° —10(2) —4(2)° +5=A(2) - ) (@7 +1) + B (2 +1) +(C(2) + D) ((2) - 1)°

—  20-20-324+5=A(1)(B)+B()+(2C+D)(1)>) = —21=5A+5B+2C+D,
como B = —2, se tiene que

—27=5A+5(-2)+2C+D = —17=5A+2C+D,

de aqui 5A+2C+ D = —11.

Resolvemos el sistema de ecuaciones

—-A+D=T7

—4A —-4C +4D = 28 == A=—-4 C=0 D=3

5A+2C+ D =-17
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Entonces

5a2 — 10z — 423 + 5 A n B +C’:c+D
22— 2z —2a34+24+1 -1 (x—1)% 2241

502 — 100 —42® +5  —4 i
22 — 2z — 223+ 2t +1 x—1 (x_l)z x2 41’

=

por lo tanto,
/ 522 — 10z — 4a® + 5 J 7/ -4 =2 3 )y, 7/—4dx+/ —2da +/ 3 dw
202 —2x — 223 + 2t + 1 T z—1 (I_l)z 2 +1 S B (x_l)z 2 +1°

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x—1 _— du = dx,
diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

4 d
/ - do = —4 Y glnful+ O = —4ln|z — 1|+ Oy
u

T —
La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el mismo cambio de variable que se
utiliz6 para resolver la primera integral

Calculo del
u=x—1 _ du = dzx,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

-2 d 1 2
/ﬁdx:—2 —322—+02=—+Cg.
(x—1) U u rx—1

La tercera integral del lado derecho de la igualdad es de tabla

3
/ o dx = 3arctanz + Cs.

Asi,

/ bt M A 45 d _/_4dx+/ 2 d +/ Sdr _ 41n |z — 1|+ 2 + 3arct +C
22 —2r 200 + a4 10 ) w1 (:6—1)2 2+1 njz 1 arctan :

Finalmente,

2
dx =3arctanx —4Injx — 1|+ —— + C.

r—1

/ 522 — 10z — 42° + 5
202 —2x — 223 4+ x4 + 1

*
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222 —
Ejemplo 281 : Integre /w dx.
(x—1)"(z+2)

Solucién : Observemos que el grado del polinomio del numerador, 2, es menor que el grado del polinomio
del denominador, 3, por lo tanto, no se dividen los polinomios. Ademés, el denominador ya esta factorizado.

Escribimos las fracciones simples correspondientes

222 — 6x+ 7 A B c

G-1Pw+2) o1 @-1? z+2

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados

202 —6x + 7 A B C

G-1P@+2) 71 @-1p w+?

202 —6x+7  A@—1)(z+2)+B@x+2)+C(z—1)
(r—1)2(x+2) (z—1)%(z+2)

3

de aqui,
22 —6r+7=A(x—-1)(z+2)+ Bz +2)+C(z—1)°.

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.
Si z =1, sustituimos en la igualdad 222 —6z+7=A(x—1)(z+2)+B(x+2)+C (z —1)*> y se tiene
201 =6(1)+7=A(1) -1 (1) +2)+B((1)+2)+C((1)—1)?

— 2-6+4+7=4(0)3)+B@B)+C(0° = 3=3B,

de aqui B =1

Si & = —2, sustituimos en la igualdad 222 —62+7 =A@z —1)(z+2)+ Bz +2)+C(z—1)° yse
tiene

2(=22—6(=2)+7=A((-2) =1 ((=2)+2)+ B((-2)+2)+ C ((-2) —1)*

—  8+1247=A(=3)(0)+B(0)+C(-3)° = 27=9C,

de aqui C=3.

Si 2 =0, sustituimos en la igualdad 222 —6z+7=A(z —1)(z+2)+B(x+2)+C(z—1)> y se tiene
2(0) = 6(0)+7=A((0) - 1) ((0) +2) + B((0) +2) + C ((0) — 1)°
— 0-0+4+7=A(-1)2)+B(2)+C(-1)> = 7=-24+2B+C,
como B=1y C =3, se tiene que

7=-24+2(1)+(3) — 7T=-24+2+3,

de aqui A=-1.
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Entonces

222 — 62+ 7 A B c 22% — 6z + 7 -1 1 3

G- @+2) -1 @-1f o+2 (@-1f(et2) o-1 @_1F a+2

por lo tanto,

222 — 6z + 7 -1 1 3 — dx dx 3 dx
— s d:c: + 2+ de: + 2+ .
(z—1)"(z+2) z—1 (z-1) x+2 z—1 (z—1) x+2

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x—1 _— du = dx,
diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

—d d
/ [ e 4+ C = —lnfe— 1]+ O
z—1 U

La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el mismo cambio de variable que se
utilizé para resolver la primera integral

Calculo del
u=x—1 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

1 d 1 1
/ﬁdx: —Z:———i—Cg:— + Cs.
(x—1) u u x—1

La tercera y ultima integral del lado derecho de la igualdad la resolvemos haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x-+2 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda
3 d
/—d:z::3 —u:3ln|u|+C’3:3ln|x—|—2|+C’3.
x4+ 2 U
Asi,

222 — 6 7 —-d d 3d 1
/#dwz/ x+/ < 2—}—/ x=—1n|x—1|——+31n|x+2|+0.
(=1 (z+2) x—1 (x—1) T +2 x—1

Finalmente

222 — 1
/w de=—Inlzr -1 — —— +3njz+ 2|+ C.
(x—=1)"(x+2) z—1

*
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22 +8x+ 14
20 +4) (22 422+ 2)

Ejemplo 282 : Integre / (

Solucién : Observemos que el grado del polinomio del numerador, 2, es menor que el grado del polinomio del
denominador, 3, por lo tanto, no se dividen los polinomios. Ademas, el denominador ya esta factorizado, puesto
que, el polinomio p(x) = 2% + 2 + 2 no es factorizable en los ntimeros reales.

Escribimos las fracciones simples correspondientes

x? +8x + 14 A n Br+C
(2r+4) (22 +22+2) 22+4  22+20+2

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados

2?4+ 8z + 14 __4 | Be+C
(2r+4) (22 +2x+2) 22r+4 22422 +2

. 2?4+ 8z + 14 A +20+2)+ (Bx+C) (2 +4)
2z +4) (22 + 22 +2) (27 +4) (22 + 22 + 2) ’

de aqui,
2’ +824+14=A(2"+22+2)+ (Bz+C) (2z +4).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a x.
Si = -2, sustituimos en la igualdad 2%+ 8z + 14 = A (22 + 2z +2) + (Bz + C) (2z +4) y se tiene
(<27 +8(-2) +14= A (-2 +2(-2) +2) + (B(-2) + ) (2(-2) +4)

= 4-16+14=A4—-4+2)+(-2B+C)(0) = 2=2A4

de aqui A=1.

Si =0, sustituimos en la igualdad %+ 8z +14= A (2> 4+ 2z +2) + (Bx + C) (2z+4) y se tiene
(00 +8(0) + 14 = A ((0) +2(0) +2) + (B (0) + C) (2(0) +4)

= 04+04+14=A04+0+2)+(0+C)(0+4) = 14=2A+4C,
como A =1, se tiene que

14=2(1) +4C — 14 =2 +4C,

de aqui C=3.

Si 2 =1, sustituimos en la igualdad %+ 8z +14= A (22422 +2) + (Bz+ C) (2z+4) y se tiene
(1P +81)+14=A (1) +2()+2) + (B(1)+C) (2(1) +4)

= 148+14=A(142+2)+(B+C)(6) = 23=54A+6B+6C,
como A=1y C =3, se tiene que

23 =5(1) + 6B +6(3) SN 23 =5+ 6B + 18,
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de aqui B =0.

Entonces

2+ 8z + 14 A n Bx +C N x? + 8z + 14 1 n 3
(2z+4) (22 +22+2) 22+4 22+22+2 (2 +4) (22 +22+2) 22+4 22+20+2

por lo tanto,

/ 2?2+ 8z + 14 d / 1 4 3 d / 1 d +/ 3 d
Xr = xXr = X —————— aXx
2z +4) (22 +22+2) 20 +4 22 +2x+2 2¢+4 22 4 2x+2
_/ 1 d:v—i—/ 3dx _l/ dz +3/ dz
) 2(x+2) 24+224+2 2) x4+2 2422+ 2°

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
u=x+2 _ du = dz,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d d
/ i —u=1n|u|+01=1n|:v+2|+01.
x+2 U

Para la segunda integral del lado derecho de la igualdad completamos cuadrado

d d
2?+2+2=(z+1)°+1 = /27:8:/7%2’
4+ 2+ 2 (x+1)"+1

se propone el cambio de variable

Calculo del
u=x+1 _ du = dzx,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d d
/x2+2’rx+2 :/UQ_’tl :a,I‘Cta.nU—f—Cg:arctan(x+1)+c2'
Asi,
2% + 8z + 14 1 de e )
/(2x+4)(x2+2x+2) x 2/w+2+ /x2+2x—|—2 5 n |z + 2| + 3arctan (z + 1) +
Luego,

/ x? + 8x + 14
(

1
dr = -1 2| 4+ 3arct 1 C.
2 D (2 L2 12 x 2n|:1c—i— | + 3arctan (z + 1) +

*

Ultima actualizacion: Septiembre 2016 Farith J. Briceno N. farith.math@gmail.com




Matematica II - Guia 12. Método de integracion: Descomposiciéon en fracciones simples. 367

(se(32 T+ 1) sec? z
1+ tan® z

Ejemplo 283 : Integre / x.

2

Solucién : Como sec?z = tan?z + 1, tenemos que

2 2 2 2 2 2
/(sec :C—I—l)sec T dw:/((tan £C+1)+1)S€C x dx:/(tan :C+2)sec x d

x?
1+ tan® z 1+ tan® 1+ tan®

se propone el cambio de variable

Calculo del 9
u = tanx _ du = sec” z dz,
diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

2 2 2 2 2
/(sec :C—l—l)secxdx_/(tan :C—l—?)secacd /u —|—2du

1+ tan® z 1+ tan® - 14 u3

Aplicamos el método de la descomposicion en fracciones simples para obtener la familia de primitivas de
la funcién. Observemos que el grado del polinomio del numerador, 2, es menor que el grado del polinomio del
denominador, 3, por lo tanto, no se dividen los polinomios. Factorizamos el denominador

wWHl=(u+1)(®—u+1).

Escribimos las fracciones simples correspondientes

u? 42 A Bu+C

(u+1) (w2 —u+1) u+1+u2+u+1'

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados

u?+2 A Bu+C u? + 2 AW? —u+1)+ Bu+C)(u+1)

(u+1)(u? —u+1) u+1+u2—|—u+1 - (u+1)(u?> —u+1) (u+1)(u?>—u+1)

)

de aqui,
wW+2=A@W—-u+1)+(Bu+C)(u+1).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a w.

Si uw=—1, sustituimos en la igualdad w?+2=A(u* —u+1)+ (Bu+C)(u+1) vy se tiene
(-1 +2=A((-1)* = (D) + 1) + (B(-) + ) (=) + 1)

= 14+2=A01+141)+(-B+C)(0) = 3=3A4,

de aqui A=1.

Si w=0, sustituimos en la igualdad w?+2=A(u?*—u+1)+ (Bu+C)(u+1) y se tiene
(0 +2= A (0 = (0)+1) + (B(0)+C) ((0) +1)

= 04+2=A0-04+1)+(0+C)(0+1) = 2=A+C,
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como A =1, se tiene que
2=(1)+C = 2=140C,

de aqui Cc=1.

Si w=1, sustituimos en la igualdad w?+2=A(u?—u+1)+ (Bu+C)(u+1) vy se tiene
(1P +2=4((1 = () +1)+(B1)+C) (1) +1)

—  142=A(1-14+1)+(B+C)(1+1) = 3=A+2B+2C,

como A=1y C =1, se tiene que

3=(1)+2B+2(1) — 3=1+2B+2 — 0=2B,

de aqui B =0.

Entonces
u? + 2 A Bu+C u2+27 1 1

— =
(u+1) (w2 —u+1) u+1+u2—|—u+1 ud +1 u+1+u2—u—|—1’

por lo tanto,
/u2+2d / 1 n 1 d / du +/ du
u = u = .
ud +1 u+1 w2—u-+1 u+1 u2 —u+1

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
z=u+1 ey dz = du
diferencial

)

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d d
/ g —Z:1n|z|+01:1n|u+1|+01.
u+1 z
Para la segunda integral del lado derecho de la igualdad completamos cuadrado
uQ—u—|—1—<u—l)2+§ == / du —/ du
2 4 u? —u+1 (u—1/2)°+3/4’

se propone el cambio trigonométrico

1 3 Calculo del 3
u——zitant _ duzisecztdt,
2 2 diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

V3
/ du _/ du _/ 5 sec’t di _@/ sec?t dt
Ttant +Z 4 4

- 32

\/3/ sec?t dt 4\/§/sec2tdt2\/§/dt2\/§
2 T3 B

= o2l t+ Ca,
(tan2 t+ 1) sec

=~ w
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como
1 \/§t . | ; . (2u—1)
r— - = —tan — ant = E = arctan ,
2 2 V3 V3
de aqui,
d 2 2u—1
/ Y = \/garctan v + Cs.
w2 —u+1 3 V3
Asi,

242 d d 2v3 2u—1
/u + d —/ Y +/ “ du:1n|u+1|+T\/_ arctan( “ )—i—C,

Bl M7 ) ut u?—u+1 V3

puesto que, u = tanz, entonces

/(sec%@—i—l) sec? x 23 <2tan:1:—1) Lc

dr =In|tanz + 1| + 3 arctan

1+ tan®z V3
*
2e* —1
Ej lo 284 : Int ——— dx.
jemplo ntegre / v i

Solucién : Tenemos que, el integrando lo podemos escribir como

2" —1 2" -1  2-1 (2" —1)¢
er =2 41 2 efef—2+¢" (ex)? +ev — 2’
e"E

eI

2e* —1 2e* —1)e”
/67610,62/(627>e iz,
et —2e % +1 (em) Ler —9

se propone el cambio de variable

asi

Calculo del
u— e’ _ du = e* dx,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

2e* — 1 2e* —1)e” 2u—1)d
/eidgcz/(ezi)edx:/u,
et —2e % +1 (e%)? +e* — 2 Wt u—2
Aplicamos el método de la descomposicion en fracciones simples para obtener la familia de primitivas de

la funcion. Observemos que el grado del polinomio del numerador, 1, es menor que el grado del polinomio del
denominador, 2, por lo tanto, no se dividen los polinomios. Factorizamos el denominador

wWtu—2=w-1)(u+2).

Escribimos las fracciones simples correspondientes

2u—1 A B

(u—1)(u+2) u—1+u—|—2'

Buscamos los valores de las constantes A, y B, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos el
método de los coeficientes indeterminados
2u—1 A B 2u—1 Au+2)+B(u—-1)

w-D@+2) u—1 ut2 — w-D@w+2)  (@-D@+2
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de aqui,
2u—1=A(u+2)+B(u-1).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a .
Si w =1, sustituimos en la igualdad 2u—1=A(u+2)+ B(u—1) vy se tiene
2()-1=A((1)+2)+B((1)-1) o 2—-1=A(1+2)+B(0) — 1=3A,

de aqui A=—.
d 3

Si u = —2, sustituimos en la igualdad 2u—1=A(u+2)+ B(u—1) vy se tiene
2(-2)—1=A((-2)+2)+B((-2)—1) = —-4-1=A(0)+B(-2—1) = —5=—3B,

de aqui B = g

Entonces

wu-1 A B . u—1  1/3 53
(u—1)(u+2) u—1 u+2 (u—1)(u+2) u—1 u+2

por lo tanto,

/ 2u—1 / /3 5/3 /1/3du /5/3du 1/ du 5/ du
—  du= + L2 ) du= + =z +2 [ =
(u—1)(u+2) u—1 u+2 u—1 u+2 3Ju—-1 3) u+t+2

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
z=u—1 ey dz = du,
diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d d
/ A —Z:1n|z|+01:1n|u—1|+01.
u—1 z
La segunda integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable
Calculo del
p=u-+2 E— ” dp = du,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

du dp
= | —=1 =1 2 .
/u+2 /p nlp|+Co=1Inlu+2|+ Cy

(2u—1)du 1/ du 5/ du 1 5
el e Sl -1+ 2jut2+C
/u2+u—2 3 u—1+3 u+2 3n|u |—|—3n|u—|— |+,

puesto que, u = e”, entonces
2e* —1 1 )
——————— dr=-In|le" = 1|+ - ln(e" + 2 .
/ew—2e—w—|—1 T 3n|e |—|—3n(e+ )+ C
*
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24++e*+1
Ejemplo 285 : Integre / tvert dx.

e? +2+e 7 (1—+er+1)
Solucién : Tenemos que, el integrando lo podemos escribir como

24+ e? 11 24 \e? 11 3 24+ \e? 11

et +2+em(1—\er+1) 1—Ver +1 (e%)’ + 2" +1— e +1

er + 2+

et ex

@+vVEFT)er  (2+VEFI)e

() + 27 +1—ver+1  (e*+1) —Ver+1

por lo tanto,

/ 2+e" +1 / (2+Ver +1)e”
= dx = 2
e +2+e (1 —+er +1) (e +1)" —ver +1

Se propone el cambio de variable

9 . Célculo del -
u=e"+1 _ 2u du = e” dx,
diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

r =
(er+1)* — Ve +1 (u2)?® = Vu?
2u (2 2u (2 2
:/711( +u) du:/iu( +u) du:2/ tu du.
ut—u u(ud —1) ud — 1
Aplicamos el método de la descomposicion en fracciones simples para obtener la familia de primitivas de

la funcién. Observemos que el grado del polinomio del numerador, 1, es menor que el grado del polinomio del
denominador, 3, por lo tanto, no se dividen los polinomios. Factorizamos el denominador

/ 24 VT dx*/ CrvETDe (2+ V) 2u du
e””—l—?—i—e_w(l—\/ew—i—l) N

w—1=(u—1)(®+u+1).

Escribimos las fracciones simples correspondientes

2+ u A Bu+C

(u—1)(u2+u+1) u—1+u2+u+1'

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados
24 u A Bu+C 24 u AW +u+1)+ Bu+C)(u—1)

(u—1D (W +u+1) uwu—-1 uw24u+1 - (u—1)(u>+u+1) (u—1)(u>+u+1)

)

de aqui,
u+2=A(w+u+1)+(Bu+C)(u—1).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a w.
Si w=1, sustituimos en la igualdad w+2=A(u®+u+1)+ (Bu+C)(u—1) y se tiene
W+2=4(1+@)+1)+BO)+O) () -1)

—  142=A(1+14+1)+(B+C)(0) = 3=34,
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de aqui A=1.

Si w=0, sustituimos en la igualdad u+2=A(u?+u+1)+ (Bu+C)(u—1) 'y se tiene
(0)+2=A((0)° + (0) +1) + (B(0) + C) ((0) ~ 1)

= 04+2=A0+0+1)+0+C)(-1) = 2=A-C,

como A =1, se tiene que
2=(1)-C = 2=1-0C,

de aqui C=-1.

Si uw=—1, sustituimos en la igualdad u+2=A(v*+u+1)+ (Bu+C)(u—1) vy se tiene
(1) +2=A (=1’ + (1) + 1) + (B(-1) +C) (-1) ~ 1)
= —-1+2=A(1-14+1)+(-B+C)(-1-1) = 1=A+2B-2C,

como A=1y C=-—1 se tiene que

1=(1)+2B—-2(-1) — 1=1+2B+2,

de aqui B=-1

Entonces
24u A Bu+C 24+u 1 —u—1
= + = = + s
(u—1D(W>+u+1) uwu—-1 w24u+l (u—1D(w>+u+1) uwu—1 uw24u+1

por lo tanto,

/ 2+ u d_/ 1+—u—1d_/du/u—|—1d
(u—1)(u2 +u+1) “= u—1 wrutr1)™T ) u=1 w2rutl

La primera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
z=u—1 S dz = du,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d d
/ Y [ E e+ = nfu—1]+Ch.
z

u—1"

Para la segunda integral del lado derecho de la igualdad completamos cuadrado

21 < +1)2+3 . /(u+1)du / (u+1)du
U U =lu+ = - — 7
2 4 u?+u+1 (u+1/2)° +3/4

se propone el cambio trigonométrico

1 3 Calculo del 3
u+—:£tant _ duzisecztdt,
2 2 diferencial 2
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con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de

tabla.

Entonces, la integral queda

(u+1)du _

(u+1)du

V3

(u+1/2+1/2) du 7"

/

w2 +u+1

V3

—tant +

/ (u+1/2)° +3/4

2

2

1
ant + —) ﬁseczt dt

N / (u+1/2)° +3/4

1
5) sec?t dt

G
e

V3

—tant +

/<2

1
5) sec?t dt

/<2

=~ w

(tan2 t+ 1)

dt = 2§/<?tant+

B[R [ ) =222 [ SF

donde,

mientras que,

se propone el cambio de variable

_2V3 V3

23 1
tdt—i——\/_—

/ dt = /tant

3 2
/ dt =t + Cy,
sent

/tantdt:/—
co

st

Calculo del

p = cost

ey

dp=—sentdt —

diferencial

1
) dt
2

2
dt—l—T\/—

dt+—/dt

—dt

—dp = sent dt,

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de

tabla.

/

luego,

Entonces, la integral queda

—d
dt:/—p
P

sent

cost

de aqui,
(u+1)du
u2+u+1

/

ahora, se expresa la familia de primitiva F (t) =

integraciéon w, puesto que

1 3
u+—=£tant

=
2 2

—In|p|+C3 = —ln|cost| + C5 = ln’(cost)fll +C3 =

/tant dt =In|[sect| + Cs

3
/t ntdt—i——/dt 1n|sect|+£t+04,
V3

2u+1

V3

tant =

t = arctan (

1
—t‘ + C3 = In|sect| + Cs,
s

In [sect| + 3 t 4+ C4, en términos de la variable original de

21;\/21).
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Para calcular sect en funcion de wu, se trabaja con el tridngulo trigonométrico rectangular,

c.a c.o
sent = — St = — tant = —
Hipotenusa : hip. h hip. c.a
Cateto opuesto : c.o.
hip.
t csct:—p ct:i cott—&
a .0.
Cateto adyacente : c.a.
por lo tanto,
1 3 2 1 .0.
u——zitant — tant = vt = & 5
2 V3 ca (2u+1)°+3
2u+1
Por Pitagoras
o & . hip.=/(2u+1)?+3 \t
(hip.)” = (c.0.)" + (c.a.) V3
entonces,
. hip (2u+1)"+3
sect = g \/g
Luego,
(u+1)du \/ 2U+1
/u2—|—u+1_ +Tamtan TG
2
(2u+1) 243 —|—— arctan< utl
u—|—1
:ln’\/4u2+4u+4‘—|— 3 arctan + Cs
V3 2u+1
zln‘ 4u2+u+1‘+—arctan< )—i—C
v |+ % =)o
V3 2u+1
:111‘2 u2—|—u+11/2‘—|——arctan< >+C’
( \/g 5
1 2 1
= 5ln(u2-|-u—|—1)—l-? arctan( 11/—% )—l—C’g.
Asi,
24+ u du (u+1)du 1 9 V3 2u+1
/u3_1du:/u_l_/u2+u+1:1n|u—1|—<§1n(u —i—u—l—l)—i—? arctan 7 +Cy

2u+1

1 3
21D|U—1|—§1n(u2+u+1)—%arctan( )-}-07,

P
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como u =e” + 1, entonces

24+ Vet +1 24u
dr =2 | —— du
et +24e % (1—em+1) ud —1

1 2 1
_2<1n|u—1|—§1n(u2+u—|—1)—?arctan( u\/—g )

e

:2<1n|e””+1—1|—%ln((ew—i—l)Q—i—(ew—i—l)—i—l)—?arctan(w#\/gl)—’—l)) +C

23 2e” +3
:296—111((6””—}—1)2—}—6””—}—2)—T\/_arctan( e\/—g}— )+C.

Finalmente

/ 2++Ver+1
e””—l—?—i—e_w(l—\/m)

2 2e”
d:z::2x—1n((e”+1)2+e”+2)— \/garctan( ¢ +3>+C’.

V3

) 4r 4 97

Solucién : Escribimos la integral como

B N ' S P G ¢ 2
/8%_4I+1 d _/(21)3_4(2m)2 d —/(21)3_4(21)2 d

Se propone el cambio de variable

Calculo del du
u=2" B du=2%In2 dx — — = 2% dux,
diferencial In2

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

/ 47 4 27 d / u+1 du 1 / u—+1 d

_— T = _— = — _— U

87 — 4z+1 ud —4u?2 In2 In2 ) ud—4u?

Aplicamos el método de la descomposicion en fracciones simples para obtener la familia de primitivas de

la funcién. Observemos que el grado del polinomio del numerador, 1, es menor que el grado del polinomio del
denominador, 3, por lo tanto, no se dividen los polinomios. Factorizamos el denominador

ud —du? =u? (u—4).

Escribimos las fracciones simples correspondientes

u+1 7Au—|—B+ c
u? (u—4)  u? u—4’

Buscamos los valores de las constantes A, B y C, para los cuales la igualdad se satisfaga, para ello aplicamos
el método de los coeficientes indeterminados
u+1 7Au—|—B+ o u+1 (Au+ B) (u — 4) + Cu?

u? (u—4)  u? u—4 - uz(u—4): u? (u—4) ’
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de aqui,
u+1=(Au+ B) (u—4) + Cu’.

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a .
Si u =0, sustituimos en la igualdad u+ 1= (Au+ B) (u—4) +Cu? vy se tiene

0)+1=(A(0)+B)((0)—4)+C (0 = 0+1=(0+B)(0-4)+C(0° = 1=-4B,

1
de aqui B=—-_.
4 4

Si u =4, sustituimos en la igualdad u+ 1= (Au+ B) (u—4) +Cu? y se tiene

W+1=(AA)+B)(4)—0)+C(4)? = 44+1=(AA+B)(0)+16C = 5=16C,

de aqui C=—.
d 16

Si u =1, sustituimos en la igualdad u+ 1= (Au+ B) (u—4) +Cu? vy se tiene

M+1=(AM+B)(1)-4)+C(1)> = 1+1=(A+B)(1-4)+C = 2=-34-3B+C,
B = ! 0*5 se ti
como B=—2y C= 1z, setiene que
1 5 3 5 17
2__3A_3<_1)+<1_6> == 2__3A+Z+E == 2——3A+1—6,
5
d i A=——.
e aqui 16
Entonces
5 1 5
u+l  Au+B C u+1 16 4 16
u? (u—4) u? u—4 - u? (u—4) u? T

por lo tanto,
1
utl 16" 4 _16 /_Eu 4 , _16
/uz(u—él) “ / u? +u—4 “ u? u2+u—4 “
S TR O S A P A L e Ay S
B 16 u2 4 u? 16 u—4 o 16) u 4) W 16) u—4’
es decir,
[ A T ETE Ay
w(u—4) 16) v 4) w2 16) u—4
d
/—u:1n|u|+Cl,
U

d 1
/—Z:/ufzdu:———i—CQ,
u u
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y por tltimo, la tercera integral del lado derecho de la igualdad se resuelve haciendo el cambio de variable

Calculo del
z=u—4 _ dz = du,

diferencial

con este cambio se espera transformar la integral en una integral sencilla de resolver, es decir, en una integral de
tabla.

Entonces, la integral queda

d dz
/ = : =ln|z|+Cs=In|u—4]+ Cs
u—4 z

u+1 5 du 1 du 5 du 1
SR L A _ 15, O nlu—4|+C
/u3—4u2 YW W u2+16/u—4 Ju 16 Mt gl -4l

como u = 2%, se tiene

47 4 o0 1 w1 1/ 1
ST = — [ AT = — 2 nj2® 1 97 _ 4|} +C
/8w—4m+1 v 1n2/u3—4u2 T e (4-296 76 121+ g 1o |>+

1 (270 )

47 4 2 1 (2
=T = — LN —1 20 — 4]} +C
/8w—4m+1 v 1n2< gt g |)+

Luego,

*

Ejercicios

1. Calcular las siguientes integrales utilizando descomposicién en fracciones simples.

2+ 1 dx 2 dx 3t? — 6t + 2 5t + 3
1. dv 2. [ —— 3 [ =22 4 [ X T g s dt
/:02—:5 * /:c2—:c—2 /w2+2x /2t3—3t2+t /t2—9
323 d tt+8t2+8 2d 2d d
6. /ﬁ 7 /ﬁdt 8./2901 9. /ﬁ 10, /ﬁ
x?+x— - x? — T+ 22 (1 —
522 +6x+9) d 3 dt 3_y
11./“ a4 9) do [ s [ [E
(=3 (x+1) (x —3) t2(t+1) (z2 —1)
(z°+1) do 22 4+ 192 + 10 dx dx
(2 — 4z +5) (x=3)"(2x+1) 4z t+ s+
4 2 3 2
+1) d —ow—1 d d
D R e L L
Tt + T (z* +3) (2* +1) (1+22) (3 + 4z)
d 4z 44 1
23, /—“’”2 24, / LN FEY) /i = %, /“;“L dx
(2t 4+ 22 +1) (22 +2)° (22 +3) zt—1 2 —1

4 d d —6) d
7. /% ) / v ;2. /37“’ 30. /w
(2% +4) (x+1) (22 +z+1) x3 + 322 2 — 2z
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2 +r+1 dx 9 dzx (> +2) dt

31. ——d 32. 33. —_— 34. -

/x(x2+1) v /(:v—l)(:v—i—?)(w—i—?)) /8x3+1 / t(E+1)
2x° — d 2-3) d

35. /7( voa) dr g / (2 —3) da 37. /—dw 38. /7‘“

zt— 22 4+1 3 + 422 + 52+ 2 3 —1 3+ 12+
52% 4+ 2) d —

39. /M 40. / (20z —11) d 41. /M 49. /L
3 — ba? + 4w (3z +2) (22 — 42+ 5) 22 (22 — 1) (t2 +1)°
(z—11) dx / (2 —82% —1) du / dx /5:1;_2

43. —_ 44. 45. —_— 46. —d

/£C2+3$C—4 (x4+3)(z—2)(2241) 223 + ¢ 22—4
2

47. / v_dv 48. /—‘f 19. /7‘? 50. /718 dr
223 + 922 + 122 + 4 (t+2)%(t+1) 162 — 1 (422 4 9)
(17z — 3) dx / dz / 2% —dx —4 /4+5:172

51. -_— 52. 53. d 54. — d

/3x2+x—2 3 +1 23 222 14z 8 " 3z "

/ (222 + 41z — 91) dx £ / (t+3) dt . / e® dx - / e dx

(x=1)(x+3)(xr—4) L) At A+ 12 ' etr —1 ' (€2 +1)?
(4x — 2) dx / 222 — 3z — 36

59. —_ 60. d 61.

/x3—x2—2x 2z -1 (@2 +9) " 22— 4 t(2—1)

dt 222 + 522 + 16z 28 dx 22 dx
63. — 64. —d 65. 66. —_—
/(t+a)(t+b) /:c5+8:c3+16:v * 22— 16 /w2+x—6

67/ du 68 /5x3_4xd 69. /t3 70 /tg_ldt
' z(3—Inz)(1—1Inz) ' A —16 t3 ' 483 — ¢

55.

ot

2
dx 6. /(t +2) dt

€T

2 2 _
1. /M 79, /M de 73 [ At 4 /g e
sen z + sen3 x 42441 8t 3 4 22
- /(5:17+7) da -6 / (32% 4 7z) dx .- / 3022 4 522 4 17 — 2423
' 2 +4x+4 ' 3 4+622+11z+6 94 — 623 — 1122 + 42+ 4
. / 22 -3z -7 e - /(:v4+1) dx %0 /x4—|—3x3—5x2—4x—|—17d$
) Qz+3)(z+1) . x (22 4+ 1) ' 3422 —5r+3
~13) d 2 _ 223 4+ 9z) d
- /M %, /mdw 83,/ (2¢° +92) do
22+ 3z —10 22 =546 (22 4+ 3) (22 — 22 + 3)

ba? — 11z +5 2 _ gy 47 2 2
84./ e R PR ) /x—iHQ dr 86 /w dx
o3 — 422 + 51 — 2 (2 — 3z — 10) z? —1

87.

4_ 623 — 1222 +6 % — 3 22 + 2 — 8
r oY 46 s / B ) / TS
3 — 622+ 122 — 8 (22 — 3z +2) 3 + 4z

a3 + 222 2723 — 1 (2x —1)(z2+ 2z —6)

93.

_ 2 _ 2 _
9. /596 + 3z d:v oL /:C + 2z 1dgc 92, / 6x° + 22x — 23 de

2002 gy /(SGCQIH)SGC%M 95, /7“’2_4‘7’”(1@

2 — 223 +x 1+ tan’z z(z41)°
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622 —2x—1

d
43 — v

96. /
99. /

3r+5

— — dz
(22 4 2z 4 2)°

102 22+ 19z + 10
' 274 + 53
105 2t — 2 +1 d
' 225 — 24 v
108 / (22 + ) do
' xd—a24+x—1
22 +3
111. ———d
/ 3 4+ 22 — 2 v
4% 4 2%
(2" — 1) dx
117. -
/ et —2e *+1

3
120. /—Vcosx dz
senx
2
124, /M 125.
sec2x + 3

2. Calcular la siguientes integrales

dzr

122. /csch (2lnz)dx

222 + 3z +2
o
3 + 422 + 62 + 4

97. /

dx

100.
00 /(w2—4x+3)(x2+4:v+5)

3x2 — 212+ 32
103. - d
03 /x3—8:172—|—16x v

222 4+ 132+ 18
106. = v 4
/x3+6x2+9x v

2 _
109, /w e

9z — a3
112. /

T dx
34+ 222+ 2+ 2

T —2
98. ——d
/2x2+7x+3 o
101 /(2x+21) dx
2224+ 92 —5

2 _
104. /M di

13 — 2
22+t —4

107. o 4t
/ﬁ—ﬁ—m

(2—}—\/65”4—1) dx
ew+2+e_w(1—\/m)
22 —x+2
54+ 223 + o

110. /
113. /

x3 2+ 8z + 14
115. [ ———d 116.
/:v4+2x2 v /(2:E+4)(:62+2:v+2)
tanx d v
118. /w 119. /coth(ln:c)d:c 120./ ST
sec?x + 3 cosx

123. /

tan® z dz

sec2zr — 5

/

33 — 22 +1

3
1. /
0
In2
4 /
0

e® dx

e + 4e® + 3

3 4+ 322 — 182 — 40

sen (2z) dx

/03
/2 (¢* — 22 +2) da

3 (z+1)7%(22+42)

/6
7.
/0 (senz — 3)

(9senz — 2cos? x + 12)

((35(32 T+ 1) csc z

/4
0. |
0

1+ cot®

27 (47

—3(2%)) dzx

.

3422 +4x+4 x

(cos

2+ tandz) dx
( )

secZz + 2tanz

1 (:102—2:U+1) dx
/,1x3—|—3x2—4x—12
/3 (1n (:102)—1—1) dzr
2 x(8lnx—|—1n2:c+15)1n:17

Sz —cosz) senw

dx

(2> +3yz —2) da

5cosx +2cos?x + 1

3
10. /
1

0
2 /_1 (2 4+ 1) (4 — 4) (2° + 3)*

22 — 4w — 12/x + 323/2

2 (:105—1—3:103) dzr
11. / R R
gt +322+1

secx dx

14 /”/2 sen®z cosz dx

—T

21 —4cos?2z — 8cosz

w/6
/_,r/ﬁ 6 —sen?x —senx

Respuestas: Ejercicios.

1.1. z—In|z|+2In|z - 1]+ C;

1.5. 3In|t — 3| +2In |t + 3| + C;

1.2.

1.6.

z—2
x+

1.3. In

|+C;

lin 25|+ G
%1273m+ln|zfl|+81n|m+2|+c;

1.4. 2Int] —In|t — 1| + 3 In |2t — 1| + C;

L7, 12 —2Inft| + 7In|t* — 4| + C;
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18. In ;;}( +c; L9, Info+14 #2524 ¢ 110, 2In|22 I e
112, 62+ La® +28Injz — 3] — 2% +C; 113, 21n(ﬁ_llfj;i§+c; 114, $Infa? — 1|+ 4 +C;
1.15. g—sarctan(m72)+%ln|m274z+5{+—2%110+0 1.16. %l 2;:“31‘ — Tﬁf%qLC'
1.17. 7% — 3arctan 3z + C; 1.18. % n(12+m+1) ln (z 7z+1)+ arctan(2z—\/%1) +§arctan(2f;l) + C,
1.19. = — 2arctanx — % + C; 1.20. % (121?) '3 arctan (‘./fz) — arctanz + C 1.21. ; n (m + 1) + 5 2+2 + C;
1.22. &UQIWJr%arctan%qLC; 1.23. éﬂ%Jr%ln (it—:ﬁ) +§arctan(2x—\;§l) +‘/T§arctan(2°f;1) + C;
1.24. 31n(z§i;) 73\/§arctan(§m) +% 2arctan(§m) — % + C; 1.25. = — %arctaanr%ln z;i‘ + C;
1.26. %1n\w—1\—%ln(w2+m+l)+c; 1.27. ln|m|—%ln(m2+4)+2arctan( )+ C;
1.28. ln|m+l|+3—% 1ln(m2+m+l)+#arctan(%§(21+l))+C; 1.29. §1n IT+3|—ﬁ+0;
1.30. 3ln|z| —2In|z — 2|+ C; 1.31. z+In|z|— Ln(2® +1) + C; 1.32. Llnje—1]—3njz+2|+ $nje+ 3]+ C;
133, 22+ 1] = $In[dz? — 20 + 1] + 2 arctan (F (4o — 1)) + 65 134 2lnft| - $In (2 +1) + G
1.35. %ln(m4—m2+1)+c; 1.36. ln\w+2\+%+1+c’; 1.37. %ln|m—1\—%ln(m2+m+l)—‘/Tgarctan(%)+C
1.38. In|z| — 3 1n (m2+z+1) - ?arctan (‘/TE (2z+1)) + C; 1.39. 5z 4+ iln|z| — Zln|z— 1|+ & Injz — 4| + C;
1.40. 4arctan (z —2) + 2 1In (2® — 4z +5) —In |3z + 2| + C; 1.41. 2 —Infz|+ 3 1n %‘qLC;
1.42. garctanus('*;—:)ngc; 1.43. 3In|z +4| - 2In|z — 1| + C; 1.44. arctanz — In|z — 2|+ 21In|z + 3| + C;
1.45. ln\m|7éln(2z +1)+C; 1.46. 2In|z — 2|+ 3In|z + 2|+ C; 1.47. %ln\z+2\+ﬁ+l—lsln|2z+1|+c;
148, In|Eh[+ ¢l + 05 149, — Jarctan(22) + 1In |2 405 150, g+ §arctan (32) 4
1.51. 4lnjz+ 1|+ 3 1n |3z — 2| + C; 152, Iinfe 41— 2in(@®+2+1)+E arctan(‘/_(Qw—l))-l-C
1.53. n(m2+4)71n\m72\+0; 1.54. ln|m|+2ln(12+4)+C; 1.55. 4ln|z — 1| —7ln|z+ 3| +5ln|z — 4| + C;
1.56. llln‘ztjl‘ — ;;ii + C; 1.57. iIn 2:1}‘ — % arctan (e®) + C; 1.58. e” — £ arctan (e”) + %e2t+1 + C;
1.59. In|2% —2z| — 2|z +1]+C;  1.60. 21n(2®49) —2In|22 — 1|+ C; 1.61. 1n ‘m’Jrc
1.62. 2In|t> — 1] — 2In|t| + C; 1.63. - 1In ii‘; 1.64. ﬁ — %mZ—IJr‘LJr%arctan(%m)qLC;
1.65. 2562 + Yo + Lo® +512In| 254+ 05 166 o+ dlnfe -2/ flnjz+31+C; 167 dn|fEI=i|+ o
168, Info? — 4|+ §In(a? +4) +C; 169, t+FInft—2|— }In (82 + 2t +4) — B arctan (L) + ¢
1.70. %t+ln|t\—1—761n\2t—1|—1—961n\2t+1\+0; 1.71. ln\senw\—lln (sen2m+1)+C;
1.72. Zarctanz + L lnjz+ 1|+ 1 In (2?2 +1) + C; 1.73. LIlnft—2| — L In (¢ + 2t +4) + %2 arctan(@(t-{-l)) +C;
1.74. 4ln|#‘+%+c; 1.75. 5lnlz 42|+ ;35 + C; 1.76. 2In|z 42| —2In|z + 1|+ 3In|z + 3| + C;
1.77. —%—W——ln|31+2\—21n|;ﬂ—1\+€ 1.78. %m—3ln\m+l|+%ln\2m+3|+c;
L79. Infz| + —t5 + C; 1.80. 2z + 32 — 25 —In|a® + 20 — 3|+ C; 1.81. 4In|z 45| —In|z — 2| + C;
1.82. m+3ln‘;—:g|+c‘; 1.83. In (2 — 2z +3) — @arctan (‘/Tgw) + 7‘/_ arctan (‘/TE (m—l)) +C;
L84 2lfz—1]+3Ine =2 - 7y +C; 185 |25 |+ oty - iy +C; 186 o+ %’ +o;
1.87. 27241n\172|+%+0; 1.88. 7I2—3I+2+C 1.89. 21n(m2+4) 721n\z\+%arctan§+c;
1.90. 2Inlez|+ L 43|z + 2| + C; 191, 15 In(92% + 32 +1) — Z |3z — 1| + 55 arctan(‘/_(ﬁz—i-l)) 1
1.92. 3ln|z —2| —In|z+ 3|+ In|2z — 1| + C; 1.93. 21n|m|7%ln\zfl| ln|m+1|+ —2—+C
1.94. ln\tanm-ﬁ-l\-ﬁ-%arctan(%)-{-c’; 1.95. ln‘(zi—i)z|+%ﬂ+c; 1.96. ln\m|+%ln %’-rc;
1.97. 2In|z + 2| — arctan (z + 1) + C; 1.98. In ’ \/%’ + C; 1.99. arctan(z + 1) + m2+;z+2 — 2m2+14w+4 T
1.100. 5—121n|m—3\—%ln\m—1|+%arctan(m+2)+éln(w2+4m+5)+C; 1.101. In M + C;
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1.102. 7%+1n’@ +C; 1.103. 2In|z|+1In|z — 4| + 25 + C; 1.104. 2 4+3Injz — 1|+ C;

1105, iy +Inf2z —1|+C; 1106, 2lnfz| — 25 +C; 1107, 1n(f3;+21“2 ( +C; 1108, arctanz +1In|z — 1| + C;
1.109. 2In|z| —3In|z — 3| —41ln|z + 3| + C; 1.110. meln((ew+1)2+ew+2)7¥arctan (%)Jrc;

1.111. 2Injz—1|— 2In|z|+ ZIn|z + 2| + C; 1.112. %arctanm—%ln|m+2|+%ln(w2+1)+c;

1.113. 21n\m\—%arctanm—ln(m2+l)—TM-{-C; 1.114. ﬁ(%—%an-{-%lnﬂz—M)ﬂ—C;

1.115. 11In(2? +2) + C; 1.116. % In|z + 2| + 3arctan (z + 1) + C; 1.117. %Inle® — 1|+ $1In(e” +2) + C;

1.118. %ln |sec x| — %ln (seczm + 3) + C; 1.119. z +1In ;1}‘ + C; 1.120. %ln %‘ — arctan (\/m) + C;
1.121. %ln‘cosz/?’z — 1’ — iln (Cos4/3x+cosz/3x + 1) + \/T§ arctan (%) + C; 1.122. arctanz + %ln ;1} ’ + C;
1.123. 2In|tanz + 1| — %ln (scc2 z) — m — %m + C; 1.124. %arctan (% tanz) — %x + C;

1.125 éln\secz\+%ln|scczm75{+C; 2.1. %1n27%1n5; 2.2. %lnélf%lnl — ‘fg arctan(%)JrQ;

2.3. %1n27§—31n3; 2.4. %ln(g); 2.5. %ln27%1n6+%ln11+% 2a1rctan\f7;L 2arctan(%\/§)+%;

2.6. %ln({]‘:—g)+%1n(}2312)+%1n(}2§1‘2), 2.7. 2In5— 28 In3 — L n2; 2.8. 0; 29. —In2— 27V/3;
2.10. 41n3 —28In4 —41In (\/§+2) +281n (\/§+3) +2In (27\/5) 18— 6v/3; 2.11. 0;

212, ZpR3_—S@ms 4 Snt_ o — 3, 2.13. FIn3— £ In5— f5InT; 2.14. 33 In5— 3 In3 -8 In7+3;
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Matematica II - Guia 13
’7 Método de integraciéon: Cambio universal.

Objetivos a cubrir Cédigo : MAT-CI.13

e Método de integraciéon: Cambio universal.

e Método de integraciéon: Funciones irracionales. Ejercicios resueltosl

x
Ejemplo 287 : Haciendo tan (5) =wu. Expresar la funcion trigonométrica f (x) =senx en términos de la
variable u.

Solucién : Tenemos que

Multiplicamos y dividimos por
Identidad trigonométrica ( T )
cos

sen (28) = 2sen B cos B 2

(E
eni (1) 12 en(3) e (2) 12 o 2) e (3)

< (3)
son (%) 2tan (£)

x x 1 2u
=2 ———— cos? (—) =2 tan (—) = = .
T 2 2 0 (T 5 (T u? +1
cos (—) sec (—) tan (—) +1
2 2 2
———
Funciones trigonométricas T Cambio de variable
tan 8 = sen f y cos?p = 12 Identidad trigonométrica tan (E) =
cos 3 sec? x sec? f = tan? § + 1 2
Luego,
2u
senx = .
241
*
Ejemplo 288 : Derivar tan (g) =u gy escriba el diferencial de x, es decir, dx, en funcion de la variable
u.
Solucién : Tenemos que
x x
tan (5) =u - 5= arctanu - x = 2arctanu,
derivamos respecto a u y obtenemos
dzr , , 1 2 du
— = (2arctanu) = 2 (arctanu) =2 == dr = .
du ( ) ( ) 14 u? 14 u?
Luego,
2 du
de = —.
14+ u?
*
d
Ejemplo 289 : Integre /7x
1 —cosz

Solucién : Proponemos el cambio de variable

T
u = tan (—),
2
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por lo tanto,

1 —u? d 2 du
cosx = —— = —
14 u? y 14+ u2 ’
la integral se transforma en

Diferencial
2 du
de = 1+ u?

1 2 du 2 du 2 du

/ dx 7/ 1+ u? 7/ 1+ u? 7/ 1+u?

1-gosz Ll 1+u?— (1 —u?) 1+4u?—1+u?
T 1+ u? 1+ u? 1+u?
Cambio de variable
T 1—u?
u = tan (7> —> cosT = n41
2 ! + U2 " = “ con n —= —
/u du = T +C 2
2 du {
/ 1+ u? / ﬂ1+ﬁ)d /‘1d / oy 1FH1+C
= = u= | —wdu= [ u u =
92 2u? (14 u?) u? —2+1

1+ u?

ul 1

=—+C=—-+C=-

—1 U

1

[ (2)

Regreso del cambio de variable

Luego,

Ejemplo 290 : Integre /sect dt.

Solucién : Proponemos el cambio de variable

por lo tanto,
2u 1 —u?
1+u?’

la integral se transforma en

sent =

2 du

dt = ——
y T+ w2

2 du 2 du

/sectdt:/idt:/ 12
cost 1—wu

1+ u?

1+u2:/1—u2’

para obtener la familia de primitivas de la ultima integral aplicamos descomposicién en fracciones simples, para

ello debemos factorizar el polinomio del denominador

1—uw?=(10—u)(1+u),
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asi,
2 A n B
1—w?2 1—-uw 14u’

de aqui, desarrollando

2 A n B A(l+u)+B(1—-wu)
1—u?2 1-u 14u 1—w)(1+u)
es decir,
2 A(l+u)+B(l—-u) B
1—u2 (1—u)(1+w) — 2=A(+u)+B1-u)

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a wu.
Si u = —1, sustituimos en la igualdad
2=A(14u)+B(1—-u)

y se tiene

2=AQ1+(-1)+B(@1-(-1)),

asi,

2=A0)+B(2 = 2=2B = |B=1.

Si w =1, sustituimos en la igualdad

2=A(1+4+u)+B(1—-u)

y se tiene

2=A014+1)+B(1-(1)),
asi,

2=A12)+B(0) = 2=24 = A=1
Entonces,
2 A n B

1—u?2 1—u 14+u’

queda

1—u2_1—u+1+u’

/Qdu_/du +/du
1—u2 ) 1—u 14w’

donde la familia de primitivas de la funcion f (u) =

por lo tanto

se obtiene con el cambio de variable

1—u

Calculo del
z=1—u —_— dz=—du — —dz = du,

diferencial

entonces, la integral queda

/d“ - _TClzz—ln|z|+Clz—ln|1—u|+Cl:—1n|(—1)(u—1)|+Cl

1—u

=—In(-1ju—1))+Cy = —In|u— 1]+ C4,
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mientras que, para la familia de primitivas de la funcion ¢ (u) = PR proponemos el cambio
u
Calculo del
z=u+1 _ dz = du,
diferencial
la integral nos queda
du dz
/ = [ —=lnlz|+Co=Inju+ 1|+ Cy,
14+u z

por lo tanto,
u+1

u—1

2 d
/—u:—ln|u—1|+ln|u+1|+c=1n
1—u?

+

t
como u = tan <§), entonces

tan

%)4—1
+C.

wn(s) o1
wn(2) 1

t
tan (5) +1
/sectdt:ln — N + C.
t -] -1
an(z)

1‘—1—0—111

Finalmente,

2 dx

Ej lo 291 : Int —_—.
jemplo ntegre / rpp———

Solucién : Proponemos el cambio de variable

T
u = tan (—),
2

por lo tanto,

2u 1—u? d 2 du
seny = —— cosT = —— = —
1+u2’ 1+ u? Y 1+u2’
la integral se transforma en
9 2u
2 dx 2 dx 2 dx 2senx 1+ 2 2 du
= COST — ST dr = 2 2
1+cotx 1+ senw + cosw sen x + cos 2u 1—u? 14w
sen x sen 1+u?  14u?
4du
_/ 1+ u2 2 du _/ 4u 2 du _/ 8u du
) u+1—w? 14w ) 2utl—w? T+u? ) (w2 2u+ 1) (14 u?)
1+ u?

B —8u du
_/(u2—2u—1)(1+u2)

para obtener la familia de primitivas de la ultima integral aplicamos descomposicién en fracciones simples, para
ello debemos factorizar los polinomios del denominador
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e Para el polinomio ¢(u) = u? —2u — 1, por ser un polinomio de segundo grado, aplicamos la resolvente
con a=1, b=-2 y c¢= —1, para hallar sus raices y asi, su factorizaciéon

uﬁ—(—2)1\/(—2)2—4(1)(—1)721\/57212\/572(1i\/§)71i\/§:> u=1-v2
N 2(1) 22 2 B w=14 3

asi, el polinomio ¢ tiene dos raices reales, u=1—+v2 y u =14 V2, luego, la factorizacion de ¢ es
q(u) = (u— (1—\/5)) (u— (1—1—\/5))

e Para el polinomio 7 (u) = u? + 1, por ser un polinomio de segundo grado, aplicamos la resolvente para
obtener sus raices y por ende, su factorizacion. Aplicamos la resolvente para a =1, b=0 y c=1,

Raiz cuadrada de un
_ (O) + 4/ (0)2 4 (1) (1) _9 ﬂ:@’ /—4 | — nimero negativo.
‘= 2(1) -T2

Numero complejo.

asi, el polinomio r no tiene raices reales, por lo tanto, es un polinomio irreducible.

Luego, el denominador se escribe como
(u2—2u—1) (1+u2) = (u— (1—\/5)) (u— (1—1—\/5)) (1+u2).

Por lo tanto,
—8u —8u

@ —2u—1)1+u2)  (u—(1-v2) (u— (1+2)) (1+u2)

y las fracciones simples asociadas vienen dadas por

—8u A B Cu+D

(u—(l—\/i)) (u—(1+\/§))(1+u2):u—(l—ﬁ)+u—(1+ﬁ)+ 14u2’

desarrollando

—8u Alu—(14+v2)) (1+u?) +B(u—(1-v2)) (1+u?)

@2 D(A+@) (- (1 VD) (e (15 V7)) (L5 )

+(C’u+D) (u—(1-v2)) (u— (1+v2))
(v=(1=v2)) (u= (1+v2)) (1 +u?)

lo cual se cumple si y solo si
—8u:A(u— (1—1—\/5)) (1+u2)+B(u— (1—\/5)) (1—|—u2)
+(Cu—+ D) (u— (1—\/5)) (u— (1+\/§))

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a u.

Si u=1+ \/5, sustituimos en la igualdad
—8u:A(u— (1—!—\/5)) (1+u2)—|—B(u— (1—\/5)) (1—|—u2)
+(Cu+D) (u—(1-v2)) (u—(1+v2))
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y se tiene
~8(1+V2) =A((1+v2) = (1+v2) (1+ (1 +v2)) + B((1+v2) - (1-v2)) (1+ (1+v2)°)
+(C(1+v2)+ D) (1+v2) = (1-v2)) (1+V2) - (1+V2)),

8 (1+V2) =4(0) (1+(1+\/§)2)+B(2\/§) (4+2v2) + (¢ (1+v2) + D) (2v2) (0),

de aqui,

—s(14v2) =B (2v2) (1+2v2) = -8(1+v2)=B(v2+8) — |B=-1

Si u=1-— \/5, sustituimos en la igualdad
—8u=A(u—(1+\/§)) (1+u2)+B(u—(1—\/§)) (1—|—u2)
+(Cut D) (u—(1-v2)) (u—(1+v2))

y se tiene

5 (1-v2) = A(<2v2) (4-2v3) + B (1+ (1_¢§)2) +(0(1-v3) + D) ) (~2v2),

de aqui,

—8(1-v3) =4(-2v2) (1-2v2) — -8(1-v2)=a(-82+8) — |4=-L

Si u =0, sustituimos en la igualdad
—Su=A(u—(14v2) (1+u2) + B (u— (1-v2)) (1+u?)
+(Cu+ D) (u—(1-v2)) (u= (1++v2))
y se tiene
~8(0) = 4((0) = (1+v2)) (1+(0*) + B((0) - (1-v2)) (1+ (0)°)
+(C(0)+D)((0) = (1=v2)) ((0) = (1+v?2)),

()08 ()0 (- (1) (5 D),

es decir,

0:—A(1+\/§)—B(1—\/§)+D(1—\/§) (1+\/§),
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como A=-1y B= -1, entonces
0=—(-1) (1 + \/5) —(-1) (1 - \/5) +D ((—1)2 - (\/5)2) :

de aqui,

0=1+v2+1-v2+D(1-2) =— 0=2-D =— |D=2

Si w =1, sustituimos en la igualdad
Su=Au—(1+v2) (1+u?) +Bu—(1-v2)) (1+u?)
—|—(C’u—|—D)(u—(1—\/§)) (u—(l—i—ﬁ))

y se tiene
—8(1) = A((1) - (1+v2) (1+ 1) + B((1) - (1-v2)) (1+(1))
+(C)+D)((1) - (1-v2) (1) - (1++2)),

asi,

—8=4(-v2) @+ B (V2) @) +(C+D) (v2) (-v2),

es decir,
-8 =-2V24+2V2B-2(C+ D),

como A=-1, B=—-1y D =2, entonces
—8=—2v2(-1)+2vV2(-1) —2(C +2),

de aqui,

—8=2v2-2V2-20-4 = 8=-20-4 = |C=2
Entonces,

—8u B A n B +C’u+D
W@—20-D(1+w) u—(1-v2) u_(11v2)  1+u

queda
—8u B -1 n -1 +2u+2
W@—2u—1)(1+u?) u—(1-v2) u—(1+v2) 1+u?

por lo tanto

/(u2—2;8—u1()hé1+u2)_/u_(_ldf\/g)Jf/u_(_CTﬁ)Jr/ﬁ—Zf du.

Resolvemos cada una de las integrales en que se escribi6 la integral original

—du
e Para ————— . Se propone el cambio de variable
/ u—(1—vz) PP
Calculo del
z:u—(l—\/i) —0> dz = du,
diferencial

entonces, la integral queda

/u—(_ldf\/i) z/_jZ=—1n|z|+Clz—ln‘u—(1—\/5)‘4—01.
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—du
e Para —————— . Se propone el cambio de variable
/ u—(1+v?2)
Calculo del
z:u—(l—i—\/i) ey dz = du,
diferencial

entonces, la integral queda

/u—(_ld—:—l\/?) z/_jz=—1n|z|+02=—1n}u—(1+\/§)}+Cg.

2
e Para / ure du. Escribimos la integral como
14+ u?

2u+ 2 2u 2
du= | =2 4q 4
/1—|—u2 b /1—|—u2 u+/1+u2 b

donde, para la primera integral se propone el cambio de variable

9 Calculo del
z=u"+1 ey dz = 2u du,

diferencial

entonces, la integral queda

2u dz 9

mientras que la segunda integral es una integral de tabla

2 du
/m du=2/1+—u2:2arctanu+04.

Por lo tanto,

/(u2_2;8_u1()hél+u2) =—1n‘u— (1—\/5)‘ —ln‘u— (1+\/§)‘+ln’u2+1’+2arctanu+C

:—1n‘(u— (1—\/5)) (u— (l—i—\/i))’+ln’u2—|—1’+2arctanu—|—c
=—1n‘u2—2u—1‘+1n‘u2+1‘+2arctanu+0,

T
como u = tan (5), entonces

/ 2 dx 7/ —8u du
L+cotx ) (u2—2u—1)(1+u2)

= —In |tan? (g) — 2tan

) 1| + In [tan? (g +1‘ + 2 arctan (tan (g)) +C

)
) = 1]+ nsec? (2 )‘+2—+C

g N8

(
= — In|tan? (g) ~2tan (
(

2
=—In tan2( )—2tan g)— —In cos( )’+ZE+C.

2d
/H—ﬁ ::17—111‘tan2 (g) — 2tan (g) —1‘ —1n‘cos (g)‘ + C.

N8

Finalmente

*
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secx dx

Ejemplo 292 : Integre /7
1+ senx

Solucién : Proponemos el cambio de variable

tan (3)
uw=tan (=
2 )
por lo tanto,
2u 1—u? d 2 du
seny = —— cosT = — r=—7
14+ u2’ 14 u? Y 1+ u?’
la integral se transforma en
1 d 2 du
/secxd:v _/ cosz T _/ dx _/ 14 u?
l+senz l+senz ) cosz(l+senz) 1 — 2 - 2
1+ u? 14 u?
2 du
_/ 1+ u? _/ 2 du _/ 2 (1+u?) du
1—u? (u?+2u+1 u? + 2u+ 1 (1 —u?) (u? +2u+1)

1+u2< 1+ u? ) (1_u2)(1+7u2)

para obtener la familia de primitivas de la ultima integral aplicamos descomposicién en fracciones simples, para
ello debemos factorizar la expresion del denominador, la cual viene dada por

(1—u?) (WP +2u+1)=(1-u)(1+u) (u+1)?*=1—-u)(u+1)’.

Por lo tanto,

/ 2 (1+u?) du :/ 2(14u?) du
(1—u?) (u?+2u+1) (1—u)(u+1)>°

y las fracciones simples asociadas vienen dadas por

2 (1+u?) A B C D
= + + + ,
(1—w)(u+1)® 1-uw utl ()2 (u+1)>3
desarrollando
2(1+v?) A+’ +Bl-u)(@+1)’+C(1-u)(ut1)+D(1-u)
1-u)(u+1) (1-u)(u+1)° ’

lo cual se cumple si y solo si

2(1+u?) =A(w+1)’ +B(1l-u) (u+1)*+C(1—u)(u+1)+D(1-u).

Para obtener los valores de las constantes le damos valores arbitrarios a wu.

Si w =1, sustituimos en la igualdad
2(1+u?) =Aw+1)° +B(1l-u) (u+1)*+C(1—u)(u+1)+D(1—u)
y se tiene

2(1+ (W) =AW+ 1>+ B (1= (1) () +1)* +C (1= W) () +1) + D (1= (1),
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de aqui,
22)=A@2)°+B0)2°+C(0)(2)+D((0) = 4=84 =— |A=-
Si u = —1, sustituimos en la igualdad
2(1+u?)=Aw+1)’+B(1l-u) (u+1)>+C(1—u)(u+1)+D(1—u)
y se tiene

2(1+(-1) = A=)+ 1° + B~ (-1) (-) + 1)’ + C (1= (~1)) (=) + 1) + D (1 = (1)),

de aqui,

202)=A0°+B(2)(0°+C©2)(0)+D(2) = 4=2D = |D=2.

Si u =0, sustituimos en la igualdad
2(1+u?) =Aw+1)*+Bl-u)(u+1)>+C(1—u)(u+1)+D(1l—u)
y se tiene

2(1+(0)°) = A((0) + 1)* + B (1= (0)) ((0) + 1)* + C (1 = (0)) ((0) + 1) + D (1 = (0)),

2()=A0)*+B1)(1)*+CA)(1)+D(1) = 2=A+B+C+D,

1
como A:§ y D =2, se tiene

1 1 1
2_<§>+B+C+(2) = 2:§+B+C+2 == B+C:—§.

Si w=2, sustituimos en la igualdad
2(1+u?) =Aw+1)*+Bl-u)(u+1)?+C(1—u)(u+1)+D(1l—u)
y se tiene
2(1+2°) = 4@+ 1)*+ B(1- ) () +1)* +C (1= (2) () +1) + D(1 - (2),

asi,

205) =A@’ +B(-1)3)*+C(-1)3)+D(-1) = 10=27A—9B-3C—D,
como A:% y D =2, se tiene
10:27(%)—93—30—(2),

de aqui,

27 3
1027—9B—3C’—2 = —93—302—5 — 3B+C=%.
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Resolvemos el sistema de ecuaciones

1 1
-1 B = _B-—(C="=
+C 5 C 5
1 1
3B+C= = 3B+C ==
+ 2 + 2
1

Sustituimos este valor en cualquiera de las dos ecuaciones del sistema, por ejemplo, sustituimos en la primera

ecuacion
1 1 1 1
<2> + 2 2 2
Entonces,
2 (1+u?) A B C D
3 = 1 + 1 + 3 + 3

(1) (u+1) —uo kD ) (w1

queda

2(1+w?)  _ 1/2 2 -l 2
I-w(u+1® Imw ety (wr1)?

/ (1i(:)_:uu—12-)1)3 du:/%dw/%dw/ (u_+df)2 +/ (u2+6l1;)3 ’

Resolvemos cada una de las integrales en que se escribi6 la integral original

por lo tanto

1/2
e Para / IL du. Se propone el cambio de variable
Calculo del
z=1—u _ dz = —du - dz = —du,

diferencial

entonces, la integral queda

1/2 1 [ —dz 1 1 1
/1£u du:§ 7:—51n|z|+01:—§ln|1—u|—|—01:—51n|(—1)(u—1)|+01

1 1
:—51n|—1||u—1|—|—01:—51n|u—1|—|—01.

1/2
e Para / ﬁ du. Se propone el cambio de variable
U

Calculo del
z=u+1 _ dz = du,

diferencial

entonces, la integral queda

1/2 1 (dz 1 1
du=- [ £ =21 Co= =1 1] + Co.
/u—i—l u=3 | 5 =ghlkl+G=ghjut+lil+C
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— du . .
e Para — Se propone el cambio de variable
(u+1)
Calculo del
z=u+1 _ dz = du,
diferencial
entonces, la integral queda
—d d —2+1 1 1
/7112_ —jz—/z_de:—Z +C3=-+0C3= + Cs.
(u+ 1)2 z 241 z u—+1
2 du . .
e Para ————. Se propone el cambio de variable
(u+1)°
Calculo del
z=u+1 ey dz = du,
diferencial
entonces, la integral queda
2d d -3+l 1 1
/7u3: /—;:2/z_3dz:22 +C’4:——2+C4:—72+C’4.
Por lo tanto,
2 (1 +u? 1 1 1 1
/ ( ) du=—-Inju—1]4+ =In|u+ 1|+ - ;+C
(1—u) (u+1)° 2 2 utl (1)
1 1 1 1
= — hl ut - + Cv
2 u—1 u—+1 (u+ 1)2
x
como u = tan (5), entonces
1+senx (1—u)(u—|—1)3 2 u—1 u+1 (u—|—1)2
x
t — 1
an (2) * 1 1
=_In ~ + - ;- +C
tan =) —1 tan (—) +1 (tan (_) 4 1)
2
Finalmente
tan (E) +1
secx dx 1 2 1 1
—— =—-In + — +C.
1+senx 2 tan(f)—l tan(f)—l-l x 2
D) 5 (tan (5) + 1)
*

Ejercicios

x
1. Haciendo tan (—) = u. Considere las funciones trigonométricas f (z) =senz y f(z) = cosz. Expresar

dichas funciones en variable u.

x
2. Derivar tan (5) = u y escriba el diferencial de x, es decir, dx en funcion de la variable wu.
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x
3. Calcular las siguientes integrales haciendo el cambio universal u = tan (—)

13.

17.

21.

25.

29.

33.

37.

41.

45.

49.

53.

56.

59.

62.

65.

68.

71.

/ dx
1 —cosx
dx
3 —cosx
dx
3 —senx
dx
3—5senx
dt
5sent + 4
tanx dx
dx
1+ secx
dx
tanz — 1
4 dx
3+ tanx
secx dx
1+senzx
dx

senx + cosx

dx
cosx — tanzx

senz dx
senx + cosx

senz dx

dzr
3senx + 4cosx

dzr

cos?2x +cosz — 6

10.

14.

18.

22.

26.

30.

34.

38.

42.

46.

50.

dzr

dzr

dz

dzr

cosx dxr

senx + cosx

54. /

cosx + tanx

3.

11.

15.

19.

23.

27.

31.

35.

39.

43.

47.

51.

dx

1+senx —cosx

dx

/

57. /

dx
senx + 2tanz

dt
3cost —4sent

dzr

cot (2z) (1 — cos (2x))

72.

o0. [
63. /

dx
1 —senx + cosx

dzr

cosx dr

66. /
69. /
/

dx

5+ 4 cos (2z)

2cscx —cotx + 2

dzr
3cosx + 4senx

73.

2senx + 2cosx + 3

sen? x + senx

/

dx
1+senx

dt
12 + 13 cost

dx

senx + tanx

dzr

secr —tanx

secx dx

Senxr — Cosx

s [
. [
o [

n / dzr
1+ cosx
dzr
8.
/2—}—005:10
12./ de
2+ senx
16./ de
5senx + 3
dzr
20.
/7—900596
24. /csctdt
28./ de
1—cscx
39, / 2 dx
1+ cotax
5 dx
36. _—
/6+4sec:c
cotx dz
40. _—
/3+2sena:
44./ dx
senx — tanx
48. /dix
cscx —tanx
52. /L
sent — 2csct
dzr
34+ 2cosx + 3senx
dzr
3senx +4cosx+ 5
secx dx
secx +tanx — 1
dx

64. /

24 2senx + cosx

dzr

67. /
70. /

3dx

2sen (2z) + 1

8 dx

74

4senx —3cosx —H

3cos(2z) + 1

dt
3+ cos (2t)

-/
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- / sen (2z) dx 6. / cosx — 2senx s - / (3senz 4+ 1) dx
cosx — cos (2z) + 2 3senx — cosx + 4 cos (2x) +sen?x — 4
78, / 2cosx +4senz — 3 e 79, /3cos(2x)—senx—3 de
cos?z +sen (2z) — 1 sen (2z) + 3
80, / sen (2z) + cosx — 2 I
cosx —senx + 5
4. Calcular las siguientes integrales.
dz dx dz dx
1. S E— 2. — 3. S — 4. _—
1+ x 1—Vx 10+ x V2 -z

dx 6 / dx . / dx 8 / dx
342,z ' 27— 5 ' V2T +1 ' 1+5v3z

a1 dr 10. / a1 dr 1. / dx 12, / dx
as + as\/asx a9 — a3+/asx 1+ 1— Yz

_dv 14 /dix 15
8+ Jx T — VT

13. 16. /dix
5+2\F 239z

17.

21.

dx dzr _ ade dx a1 dx
_ 18. _— 19. 20. _—
1+ 4z 1—4+v/32 az + a3 asx az — az/asr

/ 24.

_dv 99, /dix 93,

L+ ¢/ o+ i /\/5—6/5

R L /difv o7 /difv 98, /diw
3+ 2w 4-3yx 1+ V2 3 —2vbx

33. i 34. /dix 35. /widzzr 36. ﬂ

1-3x Ym+ V2 3+ 4322 5—3v/3x

2 dx a8, / 5 dx 30, Ve dx 40, / 5 dx
14+2¥x 3+ V2 14+2yx

VI +1 Vit—3

37.
2 —7wv/3zx

41.

dx 42. - at @dx 44. /3\/_7_26[:6

VT —1 Vi+1 VT +1 4x —1

3 _ 3 3 _ 3/
45. u dz 46. /M dx 47. /M dz 48. /w d

2¥r -3

—924 _ 4

1=2ve 2V dz 50. /72 Ve dx
3Vr—2

29/7 + 3 T — 4
4 4
BEVE 4 s /Md:C
29/1 + 1 25z
x dx N3 i

54. 55. 2_ﬁd 56. _Vr
3+ z+1 x+3 2+

49.

53. dx

o7.

/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

3/2 1/2 _ _
vdr g /796 dz 59. /73 Vi 60./ (v = V) do

x+ xl/? t + 2t3/2 2?4+ 22 — 3\/x
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d 4 d 14+t 54 2/3 124
61. /i 62. /M 63. /i At 64. / vetat e
2 — Yz r— Yz t— 41t r—4Yx
VI + Ve -/ L+ {/x 2z +/x
4 4
69. /dix 70. /dix 71. M 7. M
VT + VT — V? VT +1 VT =2z
3 4 4 _
73. /7‘” g [ MEde L [ VEEZ L o /7(\/5 3) d
Ve + 1+ 11—z Vs —
1/3 1/3 1/3 | 4
77. / __ & / _elde oy / _elde gy [ EVE
213 4 g2/3 22/3 492 N Vad — 49z
5 5
s [VEdr gy /—dw 83. /7(\/5“” Cfx 84. /7(ﬁ+x) dz
T+ (Vr —32) Yz VI + zt/P VI — at®
d d o/t dt T + ¢
5. /L 6. ﬂ ]7. \/_7 8. M d
2y — Yz 8Yr — = Vt+1 Jr+3
6 _ 93 4 _ _
89. VEo2Vr L g VErvE=2 0 o / (z=vo+l) de
YT+ 3T + 2 JT— 29z + T VT 29T+ T
o (621_\/631) dx o3 / (1—3.3/1n:10) dx o / e ) ;
Ver +2Vev + Je® x(2~/1nx—1n2/3x) Ve +2++x+2
dx

o / (tan®? z — vtanz — 1) dz 96 / (secx + 2¢/secx) senzx
(\4/tanx + tan/* 2 — 2) cos? x (3/secx + 4 + y/secx) (1 — sen x)

97, / (sen2 T — 2¢/senx + 3) cosx i 0. / 3.57/6 4 52z/3 "
sen®/% 2 4+ sen'/? x 4 sen x 5%/2  5lte/3 4 6. 52/6

99 Vsec2x — 1+ Vtanw I 100, / sen (2z) + /cosz senx I
Vtanz cos?x — sen (2z) Vcosx — 8cos (2z) — 8

5. Resuelva las siguientes integrales usando el método de integracion que considere apropiado

xd:v

) @lde o, f  de o atdz 4/
Vo —1 V1+yzx Va2 +1

g x
/\/x;l dz 6. /(1—\/5)50d$ 7. V2 44 dt 8. /(1—:62)7/2965 dx

/796 10. /dix ”Hx de 12, /:v(1+x)2/3 da
z 1+ 4z 3+vVx+2
13 [ 4Ty /dix / 16./

\/2:10—{4/5 1+ —2 22— a2 V2zr -z +4

19. / du -
Vo (14 )

17. / 18. / (1 — x2)3/2 z'dx
2 /2722 + 6z —
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S — 23
20. /32 Zdr 21 /3I\/1—3Idx 22. /#d
X
/ln\/_—\/lnx d /
:v(\/lnx—i—?))

o7 Vw dw 08, Yw dw 99, / (Vo +1) do 30. / (x+1) da
i V= 4+ 92" N T

23. /
Va2 +4dx —4
/ \/senx cosz dae

sen Tr —Ssenx

2

.

2 V24 62+ 922

—-1) d
31. /\/ef” “T1dx /7‘77 g3, [le=Ddz g /
Vver —1 Va2 -2z +1 zV1+z+22
_ 3 _ 2x
45, 52 —6 i 36 2z° dx a7 x(x—5) dx 38 e** dx

V-1 ' Vo2 +1 ' Jr+3-2 ' Ver+2—et

39. / 40. /
V2z (V2z +9) Tz Vz?+2r -1
Respuestas: Ejercicios.
2
1. scnz:% y cosx = 1+:2 2. dx = 12+Git2:' 3.1. —cot (%) +C; 3.2. 7W+C§
3.3. 74+C; 3.4. tan(%)JrC; 3.5. garctan(ﬁtan(%))JrC; 3.6. @arctan(?tan(%))JrC;
tan(%)+1
3.7. 2\/_arctan(\/_tan(%))+c; 3.8. %arctan(@tan(%))-{-c; 3.9. %dr(:tan(% (3tan(%)—1))+C;
3.10. garctan<§ (3tan(%)+l))+c; 3.11. %ﬁarctan(% (2tan(%)—l))+c;
tan(Z)-3
3.12. 2\/_drctdn(\/_(Ztan(g)-l-l))-i-c; 3.13. %ln can((g))—% + C; 3.14. %arctan(%tan(%))-{-c;
tan(%)«#\/g 1 tan(%)+3 1 tat)(%)+% .
3.15. V/3lIn (5)—vs + C; 3.16. 11In on(5) +C; 3.17. iIn n(5)72 +C;
4tan(Z)—v2
3.18. ——arctan(?)tan(%))-l—c’, 3.19 2‘/_drctan<—§’ (7tdn(%)—2))+c’, 3.20 ‘/TEI 4mnE%%+\/§ + C;
3.21 721n{cos 5 |7ln|tan (5)71|+C' 3.22 ln|tan 5 |+21n{cos £)|+C‘ 3.23. In tan(%)+1 + C,
.21. o o ; .22, 53 o ; .23. mn<%)7l ;
3.24. ln|tan(%)|+c; 3.25. m—tan(%)-i—c’; 3.26. m+cot(%)+c; 3.27. m+tan(2%>+1+c;
3.28. w-l—@-{-c; 3.29. %ln(tan2 (%)+2tdn(%)—1)+ln(cos(§))—%+c’;
3.30. 8z+81n{cos(%)|+4ln|tan2(%)72tan(§)71|+c; 3.31. 57’”+51n|cos % {Jr ISln|tanz(%)+2tan(%)71{+C;
3.32. m721n|cos(%)|71n|tan2 (%)72tan(%)71|+0; 3.33. %z+%ln|cos §)|+21n|tan2 (%)7%tan(%)fl|+0;
g a 4 tan(Z ) -5
3.34. %m—%ln|cos(%)|—%ln|tan2 (%)+%tan(%)—l|+c; 3.35. m+¥ln % + C;
5 5 tan(%>7 1 tat)(%>+1 tan(§> . 1. 5, . . z .
3.36. Gm-l-Tln tan(%)+ﬁ + C; 3.37 2l tdn(%)71 +§cc2( )+2tan(%) + C; 3.38. 3z Gdrctan(Qtan(z))-i-C,
tan(L)+5 tan( £ )4+v2—1
3.39. %1 tangggis +C 3.40. iIn|tan (Z)]| — 2 1In (sec® (§) + 4tan (Z)) + C; 3.41. 2 mg%‘%ﬁ +C;
tan(Z)—+/2+1
3.42. 41 canE%%Jr\/EJrl + C; 3.43. %ln|tan )|7 tan? )JrC 3.44. %ln|tan(%)|+icot2 (§)+C;
2(z z 2(z x
VB |t (B)+(VE-) an() | o 1| e (B) VR en(F) | o — 21n[sen (2) — cos (& :
3.45. ¥51n Secz(%) () () +C;  3.46. In sec2(5)+(1 7y (%) +C;  3.47. —2In|sen (&) —cos (£)]|+C;
tan2(Z)—v5+2
3.48. (‘1/—3—%) n % —21n|c05 % |+C 3.49. %m—ln|cos(%)|—%ln(tan2 (%)—Qtdn(g)—l)-i-c;
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an?(Z an(Z)—

3.50. 3+ In|cos (2)] + L1n (tan® (2) — 2tan (§) —1) +C;  3.51. In|- (;32*5;)7(12) S yes

_ arctan (tan? (£ . 1, | ()42 . tan (%) . 1B o
3.52. — arctan (tan® (%)) + C; 3.53. $ln|—; (3)+3 +C; 3.54. In wn(§) 41 +C; 3.55. 11n wn(3) 45 +C;
3.56. %ln|tan (%) + %{ — }) ln{tan(%) 72| + C; 3.57. 2arctan (tan (%) +2) + C; 3.58. — " (i)+3 + C;

an( %
a 2 tan( &
3.59. ln|tan (§)|7%1n|tan2 (%)71|+C; 3.60. 1n|tan |721n|tan( +1|+C; 3.61. In tan(éjil + C;
3.62. %ln|tan(%)|—%ln(tan2 (%)-{-3)—1—0; 3.63. —ln|tan(%)—l|+C; 3.64. In tan(%)+1 + C;
tan(%>+3

1 tan(%>+3 . 2 P z 2 s(z2)] = 3 P z 1 1 .

3.65. 5lm " (t) T + C; 3.66. 5m+ln|tan(2)+l|+5111{(:0:3(2)| 511’1|tdl’1(2)+ {+C 3.67. " (I) 2+C,
an($)-1 an(£)-
tan(Z)4+1
3.68. ﬂarctan(? (3tan(%)+1))+c; 3.69. %1 tan<(%>)72 + C; 3.70. V2In :agi+\\/f_’+c;
3.71. 41n{tan2 (5)+3{+81n{cos(%)|f4cos2 (§)+C; 3.72. %arctan(3tan( ))Jr%arctan(%tanS (%)7gtan(%))+0;
3.73. rln %hc; 3.74. garctan(gtant) 3.75. %ln(tan2 (%)+%)+21n{cos(%)|+€;
3.76. l—loln (tan2 (%) +%tan (%) + %) +%ln|cos(%) — %er %arctan (% (5tan(%) +3)) + C,
3.77. %ln|tan2 (%) +3| — iln (tan2 (%) + %) — ‘/Tgarctan (\/gtan (%)) — @arctan (@ tan(%) + C;
3.78. (V5+4)In|tan (3) + 52| - Inftan (3)] + (§ - v5) Inftan (3) + 55|+ 3 3.79. Ln|(tan (3) —1)* +2
+61n|cos %)! + %ln’(tan (%) + %)2 + %’ — ﬂarctan( (tan( ) — 1)) — ﬁarctan(@ (3tan(%) + 1)) + C,

3.80. Qm — 1n|cos (§)| — 2cos? (%) —senx — —ln’(tan( )2 + f? — ﬂf arctan (‘é—?? (4tan (%) — 1)) + C,

1. 2yz—2In(vVz+1) +C; 4.2.
4.4. 72\/572\/5111(\/57\/5“0;

4.7. \/ﬂfln(\/ﬂ+1)+c;

-2z —2In |z — 1| 4+ C;
4.5. /T — 3In[3+2yz| +

4.8. 50— % (5v3z+1) +

2
15

2a;

4.3. 2y/x —201n (Vz + 10) + C;

c; 4.6. VT4 3In|2\/z — 5|+ C;
C; 4.9. a24aal3 V/aix — 2(%1—;42 In |as + az/aaz| + C;

4.10. — agag V4T — 2:;2;7:;11]‘(13\/(14:E—a2| + C; 4.11. %«3/12 —3%+31n|\3/5+ 1! + C;
412, —3¥r—3Va® 3| ¥z —1|+C; 413, EVZZ - 24Yz+192In| ¥z + 8| + C;
4.14. 737r§°’f7%zz/3737r21n|%77r|+0; 4.15. %V312,%%+%1n|2\3/5+5|+c;
416, —3 ¥z 42 —dm[3ya—2(+C; 417 FVI6e? - § Va4 $1n | Vaz + 1]+ O
418, — LBz — L0922 — L In|4¥3z — 1| + C; 4.19. 52 3/252 3“1“23/ﬁ+3‘”“2 In|as + a3 Yazz| + C;
: 16 8 64 ; 19 Zagay 1 4 2 3V a4x ;
3 3 3a1a2
4.20. — % Yasx — %L;;}% 13/aﬁz2 — ﬁ In |ag aax — az| + C; 4.21. 4Yx —2\/x + %13/4 4ln| T + 1{ + C;
422, —4¥z —2y7 — 2%/t —4ln| Yz - 1] + C; 4.23. 16 ¥z — 4T + 2234 - 32In | Yz + 2| + C;
4.24. —20{1/5—%m3/4—2\/51—20\/51n‘(4/5—\/5|+c; 4.25. 3Yz— 3T+ 2% — 2 In|2 Yz + 3| + C;
426, — S Yz — 8w — 4a%/* - 28 1n |4 - 33| + C; 4.27. 2V/2 —\/21+%\/4813—21n|\4/2w+1|+0;
428 — V5 — HvEr - £ V12505 - Fm s -2V + 05 4200 giil {aded - 2902 yam 4 Tt 3 2 Y
3 2
~U ey g YAl £ O 430, — gt {fafe’ - 2w - T302 Y - fiff o laz — as Yaes] + O
3 h 3 3
4.31. %m‘“s — 57”13/5 — 573 Iz + #l_z/s + 57t In |7'r + {’/5! + C 4.32. — 40€° Iz — %m‘“s — 10e222/5 — 1—[3)‘313/5
78Oe4ln|28 - {’/E! + C; 4.33. — O Yz — %l_z/s - %13/5 - %z4/5 - 3 1n|1 73{’/5| + C;
5 5 )\/F) 3 5\/2) \/ 45w 5/1-3 1'3'311" x5
4.34. —\/16m — 271'\/2 — V8x3 + Vax?2 + 2 ln V2x + C, 4.35. 556 Vdr? — V2 3—\/

5w 5/7a4 o 4057
+32 V162 + 5553

%\6/5—%\3/54-%\/_—%12/3-1-%15/6—%11}(1—1—2%)-{-0;

—36451n (V25 +3) +C T p2/T _ TVE U

In (3 + 4\5/21’ +cC; 4.3
4.37.

4.39.

7§w3/7 + 7§é€m4/7 _

7—5f(%@+%m+%m+12\/81—m+gigln’573€/37z’)+0;

4.38. 12152z — 495 {2z 4 45v/2z — 48 V4a? + 33245

BT BT 4 T 14 27 + O
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7 35 35 7 .
4.40. - 2240 1n‘2 - ﬂ\/Bz‘ — 35 (32)/7 — My (32)%/7 — 35 (32)Y/T — 28 (32)%/7 - 289 (3)%/7 — 1120 /35 4
441. 4/z+z+4ln|Vz — 1|+ C; 4.42. t—8Vt+8In(Vt+1) +C; 4.43. © —4y/x +4In (Vo +1) 4+ C;
4.44. 3z - 3z — S n|ayz — 1| +C; 4.45. 45z — 82?3 4 2 —135In | Yz + 3| + C;
4.46. 99f+33 2/3 41 m+219671n{2\3/573|+0; 4.47. %%7%12/3+g1731‘—?1n|2%+3|+0;
4.48. 7132\3/57%12/374175281n|€’/§74|+0; 4.49. 576 YT — 72/x 4+ 122%/* — 20 — 2304 1n (Y7 + 4) + C;
4.50. Y Yz + 10z + 1823/4 — Lot 128 10|34z — 2| + C; 451 Yz—vo+ 32tz -Fm(2yYz+1)+C

4.52. — 496 Yy — 124 m—%mm—gm—39192251n|2—5<*/5{+c; 4.53. % (3+ V=) (2 — 15y/x +99) — 541n (3 4+ Vz) + C;

4.54. 2./x — 2arctan (ﬁ)+c; 4.55. 21n|m+3|72\/5+2\/§arctan(%\/3_m)+C; 4.56. 2arctan(\/§)+C;

4.57. 2arctan (z) — 2 (3 — z) vz + C; 4.58. 2z —2In (Vo +1) +C; 4.59. 3In[t| — 7In (2vVt+1) + C;

4.60. In|va+ao+3) - N arctan (Y (2vz+1)) +C; 461 —48¢a —12Va” — 4o — Va7 - $ Vo
~96In| ¥z — 2|+ 462 3¥s+o+ Pl[Ye—1+m|¥a+1|+C; 463 3YT+ 3| Y2
731n’\3/£+2(+c; 4.64. 15z + 22?3 +57In| Yz — 2| +27In | ¥z + 2| + C; 4.65. 6%z —3¥r + 2V
—61In (¥z + 1) + C; 4.66. —6¢z -3y -2y —6In|¥z—1|+C; 4.67. 6arctan (¥z) — 6 ¢z + 2T — S2°/°
+827/6 4 C; 4.68. 24z — 6z +2yx —481n (¥ +2) + C; 4.69. 2y/z —4Yz+4In (Y +1) +C;

470, —4YT—4ln|¥YT—1|+C; 471, darctan (V7)) —4 ¥z + 2%+ C; 472 gln(%—jg)fzé/@rc;

4.73. 697 —12 Y7 —4YT +3 YT — L%/ 2w — 227/12 4 2228 4 12In (T + 1) + G 4.74. 12z - 3%

+12a7/12 - 8g0/0 4 251312 _ 10 (/5 1) +21n | 7 — Wa+1] - 4vBarctan (F (25— 1)) + C;

4.75. 76arctan(1\2/5) —4Yx —6Yx — 1—72m7/127312/37 %mu/lzlen{ 1\2/571{ 73ln(1\2/5+1) 761n(€’/5+1)+c

4.76. 3Yz —12Yz — 8 Yz — 24 Wz + 2212 y 2y/x — 24In| Wz — 1| + C; 4.77. 3z —3In| ¥z + 1| + C;

4.78. 3V -3 (Vam+2) +0; 479 125 +3Ym+ 2a™/12 4 a0 44 | Wa - 1] -2 | Yo + Wa + 1
74\/§arctan( (z+ 4 ))+c; 4.80. 24 T+ 12T+ 8T+ 6T+ L2124 4T 4+ LaT/12 4 322/3 4 §43/4
$1245/6 4 21012 4 gy 24| Yz - 1] + C; 481, Win(Wz+1) - Sn|¥z— Wz +1|+z+ 2?5 —10 Yz
71—70m7/10+10\f arctan( ( Wz — ))JrC; 4.82. 40 Wz + %m3/10+401n{1\0/572{7401n(1\0/5+2)+0;

4.83. 5T —10Wa+ 32?5+ 0 (Wz+1) - Wi |{z - W+ 1|+ C; 4.84. — 1053/10 _ 5,2/5  5,3/5

—1009/10 _ 550/5 _ W40 [ 1YE — 1| = Sin | Wa+ YE+1] - 105 + 198 arctan (F (2T +1)) +

485 YT+ VT ettt e+ a4 22 Sn2dr— 1| +C; 486, Shn|vo 42z +4| - LBn|YT -2

—2ﬁ—1ﬁ?,—ﬁarctan(§(é/z+ 1))+c; 4.87. 69/{—6arctan(€/i)—2\/%+gt5/6+c; 4.88. 5497 +27¥T
—6vT — §2%/% 4+ 276 4o — 81In (Y7 + 3) — 54vBarctan (F Yz) + C; 489 YT B2 Yo L Yo+ a2/
—420 4 B (Yz+1) - S n[3Y7 - 207 + 2 + B arctan (F (397 —1)) +C; 490, 60 ¥z +16z

+3Yx + 882512 44z + BT/ 4 §4%/5 4 4g3/0 4 1245/0 4 5 4 27 In | WYz — 1| —391In| ¥z + 1| - Tzf;—“ +C;

4.91. 36 Yz + 15 ¥ + 8w + 27/ + B2/ 4 3x 4 BT/ 4 $02/% 4 222 L 2l [ Yo - 1] - 2= + G

6/ & 3/ x Tz _ 27 2xz/3 42 5z /6 E 18 7z /6 3 4xz/3 2 _3xz/2 T 12 .
4.92. 90 V/e® — 39 Y/e 4 22v/ev — 2Le27/3 4 4250/6 _gem | 18 Tw/6 B odn/S 4 2 3/ —1021n(\/e +1) - g + 6
4.93. 1321nz+33ln21+121n3m+%ln4m+264ln|ln172\+0; 4.94. 12\4/tan178\/tanm+2tanmf%tan5/4z

+$tan7/4171n‘\4/tanzf 1’ + gln‘\4/tanm+\/tanm+2’ — 69T‘ﬁarctan (4 (2\4/tanm+1)) + C;
4.95. 12arctan (z +2) 12 ¥z F2+6¥r T2 +4Ve+2-3¥z+2— 2 (2 +2)%2 42z + 2+ 12 (z +2)7/12

~3(@+2¥3 —6m(YzT2+1)+C; 4.96. &7‘/7 arctan (4 (2 ¥secz + 3)) + 14sec'/? x — 4sec'/*

—2—sec/ m+25ecm—50]n{3\/secm+\/sec;ﬂ+4|+C 4.97. 4\4/senw—2\/senm—sen;ﬂ+%sen5/4;ﬂ—%sen7/4

x + %sen2;ﬂ +61In { Ysenx + /senzx + 1{ + % arctan (@ (2 Ysenzx + 1)) + C; 4.98. %52/6 — %52/3
—',-%5’”/2 — %522/3 + ﬁﬁx/a — 22 1n ‘52/6 + 2‘ +C; 4.99. % arctan (2 tan ac) — %\G/tanm -3 tan?/3 z

g

0053/4 m+%

(cos

512 ln‘\/tanzf—‘+52112 ln’\S/taner%‘7%ln’\?’/tanm+%‘+c; 4.100. ﬁln + C;
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51. 2 (322 +4z+8) vz —1+C; 52 4 (Va+1) (Va—-2)+C 53 & (a2 +1)% (222 - 3) + C;

5.4. Vx — 22 — arctan <\/1;I>+C; 5.5. %ln m;I 71‘7 éln L1 +Ve2 =2+ C;
5.6. & (1-vD)™ =35 (1-vE)? +05 57 (P +4)Y7 (30 - 3807 + §28) + C;
5.8. & (1—22)%? (42% — 112* +7) + C; 5.9. In %jﬁ;hc; 5.10. 2y 12— 6Iln|vz T2+ 3| +C;
5.11. VZIn \/_Viif‘/_ —2T+z+C; 5.12. 2 (42’ +2—-3) YT+a+C 5.13. % Yz + 12/t 4 225/4
R VE o o2 L R [V2YE -1+ 0 514 §(Va-2-2) Va o243 | Y24 1]+Cs
4 4 3 4 ’ . c2 )
V2—z? . VET=2 Vati .
5.05. - Y522 4oy 516 2v2 (va+ |23 ) +2 (Ve a4 m | YEEE]) + o
5.17. 4 V6z+2722—-1 2 ( 61—+27z—271>3 2 V6427221 + 40 arctan (\/6:1:4»273:271) + O
N 9 T 9 3x+1 3 3z+1 3x+1 ’
518, — (1-2%)% (ira® + Fat + et + 1) 4O 519, Barctan (97) + S22 1 0
2/3
5.20. \3/(27m)z27§1n S%TIJrl’Jrlln (2tt) /3 3szerl‘f‘“/_arctan(zg—‘/g(?/z;I7—>)+C
2 3/2 3 (1*2)4/3 2+v32
521 — 525 (1-3%)24C; 522 -8 —+C; 523 arctan (T\/élw Fe?-1)+C
2
5.24. 15vInz — 31 L (Inz)3/2 — 451 (\/1 3( c; 5.2 —_Setl S5 -
ne—znz+ g (nz) nVina 4 3]+ V6r+9z242+1 \/6m+9m2+2+1
3 4(21:+4—3\/6:+9:2+2)
-2 3w41 6(17v/2+24)In | 2=+l 2+1
(\/ez+gz2+2+1 + © + ( VZ+ ) M| Veotozttat1 V2
341 ) 1. | yeemz—1 )
+6 (24717\/5) In m 7\/§+ 1’+C, 5.26. Eln’m‘ — arctan (\/scnz) + C;

527. — 4 (Vw+2)V/I-vw+C; 528 6\/1——< (1-¥w)’ - Yw-20-¥w)?)+cC

6(3Ve—1) | s(vE+l) R EveeS ke :
5.29. ST+ (g T80 e | VAT Ve YE O

5.30. In ‘LE — 3+ V2 —6x + 5| —+ % arccos (IES) + C; 5.31. 2y/e* —1 — 2arctan (\/em — 1) + C;

2vVzta241-1+4a
z+1+2Vc+z24+1

5.36. 2(22—-2)Va2Z+14+C;  5.37. (2x—6—%(z+3)1/3—g(z+3)2/3+g(z+3)4/3+%(z+3)5/3)(z+3)+c;

5.32. 2arctan (Ve — 1) + C; 5.33. z + C; 5.34. 11n +C; 5.35. 2 (22 —3) {¥/(z - 1)? + C;

5.38. 3|V FZ4+1| - 2/ F2-§In|[Ver F2-2[+C; 539, In|V2z+9|+Cs
\ x VT 2 x — A/ —_
5.40. arctan <£ w) + arctan (‘/_ (4 +g\/_+4) 2 1) + arctan <w> + C;

4 4241 (z+f+1) z+1
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Matematica II - Guia 14
’7 Regla de L’Hopital.

Objetivos a cubrir Cédigo : MAT-CI.14

e Teorema de Rolle. Teorema de Lagrange. Teorema de Cauchy. Aplicaciones.
e Regla de L’Hopital para indeterminaciones de la forma 0/0 e oo/cc.

Mites : aciones o 0 0
° . . . .
Limites con indeterminaciones de la forma 1%, 0 e oo Ejercicios resueltos.

Ejemplo 293 : Verificar que la funcion f(x) = x — 2 satisface las condiciones del Teorema de Rolle en el
intervalo —1 < x < 0. Hallar, si es posible, los valores correspondientes de c.

Solucién : Es conocido que el teorema de Rolle establece

Teorema 1 : Sea f wuna funcidn continua en el intervalo cerrado |[a,b], diferenciable en el intervalo
abierto (a,b), ycon f(a)= f(b), entonces, existe al menos un valor x = c perteneciente al intervalo
(a,b), tal que

I (c)=0.

Verificamos las hipétesis del teorema de Rolle

e Continuidad: Observemos que, la funcion f(x) = z — 2% es continua en todo su dominio por ser un
polinomio, en particular, es continua en el intervalo [—1,0].

e Diferenciabilidad: La funcién f es diferenciable es todo su dominio, pues su derivada
f/(ilf) :1_3:625
existe para todo x € R, en particular, f es diferenciable en el intervalo abierto (—1,0).

e Por ultimo, observemos que

mientras que

asi

Por el teorema de Rolle, concluimos que existe, al menos un valor  =c¢ en (—1,0), tal que

I (c) =0, es decir, 1-3c%=0.
de aqui,
1 1
1-3¢2=0 - 1 =3c? == 02:§ == c==+ 3
1 1
— c=+— — c::l:—ﬁ - c-:l:ﬁ,
V3 33 3

puesto que, ¢ € (—1,0), se tiene que ¢ = —
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Ejemplo 294 : Demuestre que si f es la funcion cuadrdtica definida por f(x) = az®+ Bx+v, a#0, el
nimero ¢ del Teorema del Valor Medio siempre es el punto medio del intervalo dado [a,b].

Demostraciéon : Es conocido que el teorema del Valor Medio para derivada establece

Teorema 2 : Sea [ wuna funcidn continua en el intervalo cerrado |[a,b], diferenciable en el intervalo
abierto (a,b), entonces, existe al menos un valor x = c perteneciente al intervalo (a,b), tal que

f(b) = f(a)

e e ACH

Verificamos las hipétesis del teorema de Rolle

e Continuidad: Observemos que, la funcién f (z) = az? + Bz + v es continua en todo su dominio por ser
un polinomio, en particular, es continua en cualquier intervalo [a, b].

e Diferenciabilidad: La funcion f es diferenciable es todo su dominio, pues su derivada
I (z) =20z + B,

existe para todo x € R, en particular, f es diferenciable en cualquier intervalo abierto (a,b).

Por el teorema del Valor Medio para derivada, concluimos que existe, al menos un valor © =c¢ en (a,b),

tal que
f(bg:i(a) — f/(C),

es decir,
ab? + b+~ — (aa2 +ﬁa+7)
b—a

=2ac+ pf

Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad, se tiene

ab® + fb+y— (awa® +Ba+7)  ab?+pBb+vy—aa®—Ba—v  ab®+ pb—aa® - fBa

b—a b—a b—a

7a(b2—a2)—|—[3(b—a) _ab—a)(b+a)+B(b—a)

b—a b—a
b—a) (b b—
_alb=a)( ta) , B a):a(b+a)+5,
b—a b—a
por lo tanto,
b b
abt+a)+p=20c+f = ab+a)=2ac = %—i_(l):c = c= —|2—a
a

Ejemplo 295 : Suponga que F'(z) =5 y F(0) =4. Encuentre la formula de F (x).
Solucién : Por el ejercicio 10 se tiene que
F(z) =Dz + C,
para toda x € Dom F, asi, como F’(x) =5, entonces

F(z) =5z+C,

Ultima actualizacion: Septiembre 2016 Farith J. Briceno N. farith.math@gmail.com




Matematica II - Guia 14. Regla de L’Hopital. 405

puesto que, F(0) =4, se cumple que

por lo tanto,

Ejemplo 296 : Demuestre que eP (q—p) <el—eP <el(q—p), si p<q.

Demostracion : Consideremos la funcion f (x) = e® definida en el intervalo cerrado [p, q]. Puesto que, la
funciéon f es continua en todo su dominio y en particular en el intervalo [p,q] y es diferenciable en el intervalo
abierto (p,q), entonces el Teorema del valor medio para derivada garantiza que existe un valor ¢ € (p,q), tal

que

q _ ep q _ ep

e e — (o) . e e s
q—p q—p

ya que, f'(xz)=e".

Por otra parte, como ¢ € (p,q), entonces
p<c<yq

y en virtud que, la funcién exponencial natural es una funcién creciente en todo su dominio, entonces, al aplicar
exponencial natural en la desigualdad, la misma no cambia y se obtiene

el <ef < e,

de aqui,

como ¢—p >0, (yaque, p<gq), al multiplicar la desigualdad por ¢ —p la misma no cambia y concluimos
que
e’(q—p) <e!—e’ <el(qg—p).

*
. . L . . sen (o)
Ejemplo 297 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim —————=.
x—0 sen (Bx)
0
Solucién : Este limite presenta una indeterminacién de la forma 0’ aplicamos la regla de L’Hopital
i SOm (ax) WH [sen (aw)]: = iy 2608 (ax) S.I. Qcos (0) _a
=0 sen (fBx) 2=0 [sen (Bz)]" =0 Bcos(Bz) Beos(0) B
Luego,
i 50 (o) _
z—0sen (fz) [
*

cos (ax) — cos (Bx) '

Ejemplo 298 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim 5
z—0 xT

0
Solucién : Este limite presenta una indeterminacién de la forma 0’ aplicamos la regla de L’Hopital

i €08 (o) — cos (Bx) LH [cos (ax) — cos (Bx)] _ iy ZOsen (o) + Bsen (Br)

x—0 (E2 x—0 [xQ]/ x—0 2x ’
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puesto que, el limite sigue presentando la indeterminaciéon 0’ se aplica, de nuevo, la regla de L'Hopital

i —Csen (ax) + Bsen (Bz) 1 WH [—asen (ax) + Bsen (Bz)] — lim —a? cos (azx) + 32 cos (Bx)

x—0 2x x—0 [2;5]’ x—0 2

s1 —a®cos(0) + B%cos(0) B2 —ao?
B 2 2

Luego,
i €% (ax) —2COS (Bz) _ B2 —a?
z—0 T 2

Ejemplo 299 : Calcular el siguiente limite, si existe, hm 2

( \/cos (2t) — /cos (3t) ) ’

Solucién : Es conocido que, la funcion f (-) = () es una funcion continua en todo su dominio, asi,

lim <\/cos (2t) — /cos (3t)>2 _ <1im \/cos (2t) — +/cos (37j)>2
t—0 t2 50

t2

hm \/cos (2t) - — \/cos (3t)'

0
forma o’ por lo que, inicialmente, podemos aplicar la regla de L’Hopital y obtenemos

Resolvemos Observemos que este limite presenta una indeterminacién de la

, —sen (2t) n 3sen (3t)
V/cos (2t) — y/cos (3t) L' i [\/COS (2t) — /cos (3t)} V/cos (2t)  2y/cos (3t)

lim " i ; = lim
t—0 2 t—0 (2] =0 2t

0
el cual es un limite que presenta una indeterminacién de la forma 0 y al aplicar, otra vez, la regla de L’Hopital

se obtiene

— sen (2t) n 3sen (3t) [—sen(2t) n 3sen (3t) 1/ l—sen(%)]/_’_ l 3sen (3t) 1/
H
1

cos (2t)  24/cos(3t) L cos (2t)  24/cos(3t) cos (2t) 24/ cos (3t)
t—0 2t t—0 (2]’ T -0 2

[—sen (2t)) y/cos (2t) + sen (2t) [ oS (2t)}/

2
( cos (2t))
= lim )
t—0 2

observe que el numerador se va transformando en una expresién muy extensa y manteniendo la indeterminacion,
por lo que, aplicar la regla de L’Hopital en primera instancia, no es conveniente, asi, que antes de aplicarla,
manipulamos algebraicamente la expresion

i y/cos (2t) — y/cos (3t) li (\/COS<2t V/eos ( 3t> ( cos (21) + y/cos 3t>
im = lm
3 2 =0 12 (\/cos (2t) + +/cos 3t>

t—

= lim

=0 42 <\/Cos(2 ) + /cos (3t)

(Veos@0) — (VeosB0) con(er) - con(3)
) t~>0 12 <\/cos (2t) + \/COS (325))
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2 (i €8 (2t) — cos (3t) i 1
T (%—w t2 ) <t1—>0 \/cos (2t) + \/cos(?)t)) 7

siempre y cuando los limites existan

tim 1 @) g (0) = (i, 7 @) (Jim o @)

donde
i 1 S.
im
=0 /cos (2t) + \/cos (3t)

mientras que,

. 1 _ 1 __t 1!
V/cos (2 (0)) + /cos (3 (0)) B Veos (0) + y/cos (0)  VI+v1 2

—

o €0 (2t) — cos (3t)
t—0 12

0
presenta una indeterminacion de la forma 0’ por lo que, aplicamos la regla de L’Hopital

Q 7 — ! — Q
iy % (2t) — cos (3t) VH [cos (2t) — cos (3t)] ~ im 2sen (2t) + 3sen (3t)

t—0 2 t—0 [tQ]/ t—0 ot ’

. . . 0 .
observemos que el nuevo limite, de nuevo, presenta una indeterminaciéon de la forma 0’ aplicamos la regla de

L’Hopital
!
lim —2sen (2t) + 3sen (3t) WH [—2sen (2t) + 3 sen (3t)] — lim —4 cos (2t) + 9 cos (3t)

t—0 2t t—0 [2t]/ t—0 2

s1. —4cos(2(0)) +9cos(3(0)) —4cos(0)+9cos(0) —4(1)+9(1) 5

2 2 - 2 -2
por lo tanto,
2t) —
lim cos (2t) — cos (3t) _ §
t—0 12 2
Finalmente,
. y/cos (2t) — y/cos (3t) 5\ /1 5
lim =(= )=z
t—0 12 2 2 4
*
. o L S . 2 3
Ejemplo 300 : Calcular el siguiente limite, si existe, Iim (— - ——~ ).
a1+ \1—22 1—23
Solucién : Este limite presenta una indeterminaciéon de la forma —oo + oo, por lo tanto, NO podemos
0
aplicar la regla de L’Hopital, ya que dicha regla solo es aplicable a indeterminaciones de la forma — o >
00

0
Escribimos el limite de tal manera que se transforme en un limite con una indeterminacién de la forma — o

Asi

)

i 2 3 I 2 3
im ——— ] = lim -
s+ \1—22 1-—23 a1t \(1—2)(1+2) (Q1—-2)(1+x+2a?)

. 2(1+z+a?)-3(1+ux) , 2+ 2z +22% -3 32
= lim = hm
amtt (1—2)(14+2)(1+z4+22) zo1+(1—2)(1+2) (142 + a?)

I 22 —1—z I 202 —1—z
= l1im = 11m
amit (1—2)(1+2)1+z+22) 251+ o4+ 1—a% -zt
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0
el cual es un limite que presenta una indeterminacién de la forma 0’ aplicamos la regla de L’Hopital

22 —1—2 unm . [22% —1 - 2]’ , 4z —1
lim ——— = lim S = i
o1t r+1—a —at o1t [z+1—23—z4)  2-1+ 1— 322 —4a3
S.I 4(1)-1 4-1 3 1
2L > 2

1-3(1)%—4(1)> 1-3-4 6 2
m (23 \__1
o1t \1—22 1-23) 2

1 s 3
Ejemplo 301 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim sen <M>

Luego,

z—0 et —e 7

Solucién : Puesto que la funcién seno es una funciéon continua, entonces

lim sen <M> = sen <lim M) ’

z—0 et —e T z—0 e —e ¥

0
observemos que el limite argumento de la funcién seno es de la forma indeterminada o’ por lo tanto, aplicamos

la regla de L’Hopital

, —3sen3dx
lim In (cos 3z) WH (In (cos 3:1:))/ iy €0S3T —3sen 3z _0_ 0.
050 €% — @ e x50 e+ e ® =0 (e +e~%)cos3zr 2
luego,
1 3
lim sen (M) = sen (0) = 0.
z—0 et —e 7
*
. o L o . 5" =3
Ejemplo 302 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim ——.
Solucién : Observemos que este limite es de la forma indeterminada sl Es conocido que
00
5z:emln5 y 2m:ezlr127

asi,

i 5m_3_ ) ezln5_3

o300 2T £ 4 woo gr2 4 4
Aplicamos la regla de L’Hopital

zln5_3 , emln5_3' zIn5 5 Inb
im & O UH gy 7( ), — lim 22— B2 gy erns-ln2) _
w500 eTIn2 | 4 200 (emln2+4) z—00 etIn21p 2 In2 z—c
*

Ejemplo 303 : Calcular el siguiente limite, si existe, tlim (Int —In (3t —1)).

—r 00

Solucién : Como Int — oo, cuando ¢ — oo, entonces,

tlig)lo (Int —In (3t —1))
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presenta una indeterminacion de la forma oo — co. Levantamos la indeterminacion, es conocido que

Propiedad 1II : Ina—Inb=1In (%) ,

asi

t
Int—In(3t—1)=In | ——
n n( ) n(3t_1),

por lo que, el limite queda

t—o0 t—o0

t
lim Int—In(3t—1))= lim In | ——
im (In n(3 ) im n<3t_1>,

puesto que, la funcién logaritmo neperiano es una funcién continua, podemos introducir el limite dentro de la
aplicacion logaritmo neperiano y nos queda

. t . t
o (m) = (JEEO 30— 1> !

t 00
observemos que, el nuevo limite, tlim 1’ es un limite de la forma —, aplicando la regla de L’Hopital se
— 00 X0

tiene ,
. t vnm ] 1 1
lim = lim ——— =lim - =_,
t—oo 3t —1 t— 00 [3t —_ 1] t—oo 3 3
por lo tanto,
. t 1
the3t—1 3
de aqui,
. t . t 1
Iimn{——|=In({lim —— ) =In{-)=nl—-In3=0-1n3.
t—o0 3t—1 t—oo 3t — 1 3
Finalmente,

lim (Int —In (3t —1)) = —In3.

t—o0

3 xT
Ejemplo 304 : Calcular el siguiente limite, si existe,  lim (1 — —) .

T—r 00 T

Solucién : Al sustituir obtenemos una inderteminaciéon de la forma 1°°, para levantar la indeterminacion
aplicamos las funciones exponencial y logaritmo natural, entonces

T—r 00 T—r 00

3 * 3)\* 3
im (1-2) = lim e®0=2)" = lim o™(-2)
Tr—r00 T
como la funcién exponencial es continua, tenemos

mln(l—%) _ ewlggoz ln(lfg)

lim zln <1 — §>
L£—00 T

el cual, presenta una indeterminacién de la forma oo -0, para remover esta nueva indeterminacion escribimos el
limite como

lim e
Tr—r 00

calculamos el limite,

T—r 00

3 In <1 — §> 0
lim zln <1 — —> = lim % = 0 < Indeterminado.

8|
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Aplicamos la regla de L'Hopital
- =)
3 3 2
1n<1——) (111(1——)) 1_§ z?
. x) un x)) . x T
lim T = lim ——— = lim = lim = -3,
T—00 < T—00 1 T—00 _i T—00 1— §
x (E) x? x
luego,
lim <1 — §> =e3
T—00 T
*
Ejemplo 305 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim (x + e””)z/m.
Tr—r 00
Solucién : Al sustituir se tiene
2/% — 5%« Indeterminado.

lim (x—i—eI)Q/z = (00 + ™)

xr—r0o0
Para levantar la indeterminaciéon aplicamos exponencial y logaritmo natural
. 2 . @y2/a . 2 @
lim (x+ e%) /% — Qim eEFED)YT = iy eF n(zte?)
Tr—r0o0 Tr—r0o0

Tr—r 00

como la funcién exponencial es continua, entonces
Y .
lim e> n(@+e”) — ezl‘féo z In(zte )7

xr—r 00

2
calculamos el limite lim —In(z + e%), al sustituir
Tr—00 I

21 7)) _ 2l ~
n(z+e’) 2ln(co+e®) oo <+ Indeterminado,

2
lim —In(z+€") = lim
r—00 I r—00 xT 09}
aplicamos la regla de L’Hopital
21 ¥y 21 2))’ 2 2(1+e”
lm 2REF) vn o, Chn(ztel)) @+ = tim 24D
T—00 €T T—00 T z—oo I + e® T—00 T+ e*
observemos que la indeterminacién E, se mantiene, asi, que aplicamos, de nuevo, la regla de L’Hopital
21 @ 2(1+e®) 1/ 2(1+e)) 2¢®
lim 7H(I+e):lim 7( +€)L:H lim 7( ( +e),) = lim c ,
Z—00 T L—00 T+ e* T—00 (CL‘ + ew) z—oo |+ e*

la indeterminacién —, se mantiene, que aplicamos, de nuevo, la regla de L'Hopital

21 @ 2e* 2¢*)’ 2e”
i 2@ 2 w20 = lim S = lim 2=2,
T—00 x z—oo 1 + e¥ T—00 (1+8I) r—oo e¥ T—00
luego,
lim (a:—i—e””)Q/z =e%
Tr—r00
*
l/lnm'

Ejemplo 306 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim x
rz—0~

Solucién : Puesto que, Inz — —oco, cuando = — 07, tenemos que el limite presenta una indeterminacién

de la forma 0°, para levantar la indeterminacién aplicamos las funciones exponencial natural y logaritmo natural
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1
. . Vare . Inz .
lim z%/™% = lim e™® = lim elnz = lim e! =e,
rz—0~ rz—0~ x—0~ x—0~
por lo tanto,

. 1/1

lim (x) [z

rz—0~

5 xT
Ejemplo 307 : Calcular el siguiente limite, si existe  lim x .
z—o0 \ Hx + 3

5x

+3

Solucién : Observemos que la expresion — 1, si x — 0o, entonces

T
: 5¢ \” :
lim =1 < Indeterminado,
z—o0 \ Bx + 3

para levantar la indeterminacioén aplicamos las funciones exponencial natural y logaritmo natural

xr
lim < be > — lim ™(55)" = lim ® ln(%),

puesto que, la funcién exponencial natural es continua, entonces

lim e® ln(%) —e Jim In( 52%5)
Tr—r00

resolvemos el dltimo limite lim z In , que presenta una indeterminacion de la forma oo -0, el cual
escribimos como

) ( 5z )
o2
limx1n<5—x> i —\PT+3)

T

0
y se convierte en una indeterminaciéon 0’ y aplicamos la regla de L’Hopital

) 1 (5z) (5z 4 3) — (5z) (5z + 3)’
In br In or o (5z + 3)2
. oz + 3 L'H |, 5z + 3 ) 5z + 3
lim = lim = lim
T—00 l T—00 1 ! T—00 _i
x (E) x?
52+ 3 5(bx + 3) — 25z 5T + 3 15
5 2 5 2
~ lm x (52 + 3) — lim T (5z+3)
T—500 1 500 1
a2 a2
_3
. x (5x + 3) . —3z? ) -3z 3
=lim ——————— = lim ——— = lim =,
a2
con lo que,
. 5x * - lim z 1n(55+%) _ _-3/5
P <5x+3> = e
es decir,

*
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Ejemplo 308 : Calcule el siguiente limite, si existe, (}in}) (cos (29))1/92.
—

Solucién : Hacemos la sustitucién ingenua
2
9111% (cos (29))1/9 =1 <+ Indeterminado,
—

para levantar la indeterminacién aplicamos exponencial y logaritmo natural, entonces,

- 1/6% _ 1o In(cos(20)1/9° _ 1. 1
gl_r% (cos (26)) gli%e gl_)lf% exp | 73 In (cos (26)) |,

puesto que, la funcién exponencial es una funcién continua, entonces

i RA e — exp 1im 2(c03(29))
(}13}) (cos (26)) = glgé exp <92 In (cos (29))> = exp (915% 02 ,

resolvemos el limite, al sustituir

lim M = 9 < Indeterminado,
6—0 62 0

aplicamos la regla de L'Hopital,

In (cos (20)) v'n i 998 (20) —tan (20) v'u y —2sec? (26)

(E&) 62 = 50 20 - (113% [ = 50 1 =2
luego,
lim (cos 0NV = 2,
*
Ejemplo 309 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim x5"®,

z—0t

Solucién : Observemos que el limite presenta una indeterminacién de la forma 0°, para levantar la inde-
terminacién aplicamos las funciones exponencial y logaritmo natural, entonces

senw
lim z = lim ™* = lim e
z—0t z—0t z—0t

sen x senzlnx

como la funcién exponencial es continua, entonces

lim senzlnz

senzlnz _ er—0

lim e
z—0t
calculamos el limite,

lim senzlnz
z—0t

el cual es de la forma indeterminada 0 - (—o00), lo escribimos como

. . Inz . Inz 00 .
lim senxInz = lim T = lim = — < Indeterminado.
z—0t z—0t+ r—0t CSCX o0
sen x

Aplicamos la regla de L’Hopital

1
I i
. Inz  vm . (Inz) ) . . 1 ) 1
lim ———— = lm ——F— = lim ———— = lim —— = lim ——%——F57
z—0+ 1 z—0+ (csc x) z—0+ —cscxcotx z—0+ —x Ccscxcotx x—0+t _
sen r sen sen x
. —senzsenzr ? . senx . senx
= lim ———— =—( lim lim =—(1)(0)=0,
z—0t T COST z—0+t T z—0+ COS X
luego,
lim z%% =% = 1.
z—0t
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3 xr
Ejemplo 310 : Calcular el siguiente limite, si existe,  lim v .
z—o0 \ 3 + 5

Solucién : Observemos que cuando x tiende a infinito, entonces, — 1, por lo tanto,

3z
3r+5

lim 3u =1 < Indeterminado,
z—o0 \ 3T + 5

para levantar la indeterminacion aplicamos las funciones exponencial natural y logaritmo natural

xT
Jim < Sz > T Y i TR oy gy
xTr—00

3z +5 T—00 T—00 ’

como la funcién exponencial natural es continua, entonces,

lim e® ln(%) _ ewlij;omln(afis)
xr—r0o0

)

calculamos el limite,

lim x In 3¢
T—00 3r+5

el cual es de la forma indeterminada oo - 0, lo escribimos como

lim z In = - < Indeterminado.
x
Aplicamos la regla de L’Hopital
, 1 3@Bx+5)—3x(3)
() o, ) | e
. 3r+5 L'H .. 3r+5 . 3x+5 .3z 3x+5
lim — T = lim y = lim = lim =1+~
T—00 - T—00 1 T—00 _i T—00 _i
x (E) x2 x2
1 15 5
!/
— lim 355(355“‘5):1 3x+5 _ S5z VH o (5z) ,:—lim§:—§,

x2 T

con lo que,
. 3x * lim = ln( ) -5

1 — x— oo 3z+5 /3

wioo (3:0 + 5) ¢ ¢ ’
luego,

3z — o—5/3
z—oo \ 3x + 5
*
1 x+1
Ejemplo 311 : Calcular, si existe, lim —— arcsenu du.
z—0+ \/E cosx

Solucién : Observemos que este limite presenta una indeterminacion de la forma 0’ asi , aplicamos la regla

de L’Hopital
x+1
w1 [ / arcsen u du}
: COS T

lim arcsenu du = lim

1
250+ VT Jeosn 0+ [Vz)

!’
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x+1

lim — arcsenu du = lim
r—0+ \/_ cos z—0t 1

NG

= lnn+ 2/x (arcsen (z + 1) 4+ senz arcsen (cos z))
z—0

arcsen (z + 1) + senx arcsen (cos z)

= 2,/(0) (arcsen ((0) + 1) + sen (0) arcsen (cos (0)))

= 2(0) (arcsen (1) + (0) arcsen (1)) =2(0) (g + (0) g) =0.

Luego, el limite existe
x+1
lim — arcsenu du = 0.

z—0F \/_ cos T

. o 1/x
Ejemplo 312 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim / 26 dt + e* .
CEHO+ 0 t + 1

Solucién : Observemos que el limite presenta una indeterminaciéon de la forma 1°°) ya que

' 1/ ©) ¢ 1/(z—07T)
. e e 2 1/(z—0T) IS
1 dt = dt + e =(0+¢° =1
mgg+</0 2+1 te ) </0 2+ 1 te (0+¢°)

para levantar la indeterminacion aplicamos las funciones exponencial natural y logaritmo natural

. 4 1/ - #4 1/
lim c dt + e = lim exp | In c dt + e
z—0t 0 t2 +1 z—0*t p 0 t2 +1
1 v tt
:zgrg+exp (xln (/0 2 dt + e ))
como la funcién exponencial natural es continua, entonces
1 v et o1 v et
o P (Eln (/0 pr it )) - (ﬁi%;ln (/0 Errdte))

calculamos el limite
1 @ ot
lim —1In / 5 dt+ e |,
x—0+ T 0 t + 1

: . o 0
el cual tiene presenta una indeterminacion de la forma 0’ ya que

(ORI )2
o1 z ot 2 /0 t2+1dt+e In(0+1) 0
lim —1In dt+e = = = -,
=0t T o 241 (0) 0 0
aplicamos la regla de L’Hopital
z tt
e
. A n</0 t2+1dt+e )
lim —1In / dt—i—e = lim
x>0t T o 241 z—0+ x
z 4 !
e
1 dt +
= lim Vi
z—0t ((E)
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I
=
Q
-
S
—_
7N
O\H
W
(9]
+ S
—_
IS
~
+
(9]
8
[V
~_—

1 ot

. € 22

2115& z Gt p . <x2+1+2xe )

t T
/0 2+1 te

1 e®* > 1 1
= 200 | = — (— 1+0) =1
© et 2<(0)2+1+ e 0+1\0+1 "
/ dt + e
o t?+1
Luego,
- 4 1/x
lim < dt—i-eg”2 =el=¢
amot \ o 241 -
*
Ejemplo 313 : Calcular el siguiente limite, si existe,  li t <( )t 2t )
emplo N atcucar €. siguiente tmite, St €TISUE, 1m arctan COS y——————
Jemp g t—0+ V2 —2cost

Solucién : Como la funcion f (-) = arctan(-) es continua, se tiene

1. t <( t)cot t 2t ) t ( 1 <( t)cot t 2t > )
im arctan | (cos — ——— | =arctan | lim cos _—
t—0+ V2 — 2cost t—0+ V2 —2cost

Calculamos el limite interno,

. tt 2t . tt . 2t
lim ( (cost)®" — ————=) = lim (cost)*"" — lim —————ro,
t—0+ V2 —2cost t—0+ t—0+ /2 — 2cost
. . . . bt . S, .
siempre y cuando los limites existan, donde lim (cost)“”" es una indeterminacion de la forma 1°°, asf,
t—0t
lim (cost)®! = lim eM(cosD™ " = Jjy ecottin(cost)
t—0t t—0t t—0t ’

como la funcién exponencial es continua, entonces

. lim cottln(cost)
lim ecottln(cost) — ptoot
t—0+t

calculamos el limite del exponente, el cual es una indeterminacién de la forma 0-oo, escribimos el limite como

1 t 0
lim cottln(cost) = lim In (cost) < Indeterminado —,
t—0+ t—0+ tant 0
aplicamos la regla de L’Hopital
In (cost) 1/ In (cost))’ —tant
(o5t wm g, (nfeost) o, —tant
t—0+ tant t—0+  (tant) t—0+ sec?t
luego,
lim (cost)®'=e =1
t—0+
Por ot te, i 2t indeterminado de la fi 0 li 1 la de L’Hopital
or otra parte, lim ————=es indeterminado de la forma —, aplicamos la regla de opita
P t—0+ /2 — 2cost 0 P & P

. 2t LH . (2t)’ , 2 . 2v/2—2cost .. 2y2—2cost
lim ———w— = lim ——%—— = lim ————— = lim " = lim
t—0t /2 — 2cost =0% (/2= 2cost)’ =0 sent t—0+ sent =0t sent

V2 —2cost t
2v/2 —2cost 1 _ 2y7—2cosi ml
m
t

sent o+ t I sent’
— im
t t—0+ ¢

= lim
t—0t
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donde, la dltima igualdad sera cierta siempre y cuando los limites existan, entonces,

sent

lim 1 =1 y lim
t—0+ t—0+ &

L,

mientras que,

lim
t—0t

24/2 — 2cost . 2 —2cost . 2 —2cost
f:2 lim {/ ——— = lim ——,

t—0+ 2 t—0t t2

la ultima igualdad se cumple, ya que la funcion f(-) = /() es continua a la derecha del cero, entonces,

. 2—2cost 'm .. (2—2cost) . 2sent
lim ———— = lim ———— = lim =1,
t—0+ 12 t—0+ (t2) t—0t 2t

por lo tanto,

2v/2 —2cost
cos W

lim =2,
t—0+ t
luego,
I 2t 5
im ————— =2,
t—0+ y/2 — 2cost
asi,
2t 1
lim arctan ( (cost)®"" — 7) — arctan (1 — 2) = — —7.
t—0F <( ) V2 —2cost ( ) 4
*
Ejemplo 314 : Calcular el siguiente limite, si existe, lim (172 + l)lnz.

z—0t

Soluciéon : Observemos que el limite presenta una indeterminacion de la forma 17°°, para levantar la
indeterminacién aplicamos las funciones exponencial y logaritmo natural, entonces

lim (a:2+1)lm: lim e1n(gc2+1)1‘”” — Qi e n(e?+1)
z—0t r—0t x—0+

como la funcién exponencial es continua, entonces

lim Inxz ln(zerl)

Inz ln(m2+l) S —

lim e
z—0t
calculamos el limite del exponente, el cual es una indeterminacion de la forma (—o0) -0, escribimos el limite

como

In(z2+1
lim Inz In (:1:2 + 1) = lim Q < Indeterminado -,
z—0t z—0t1 L
Inx
aplicamos la regla de L’Hopital
2x
In (22 +1) 1 In (z2 + 1 3 222 In? 21n?
lim D(I )L:H lim (n(:c ,)) = lim 2L i 2T 9 gim ﬂ,
z—0+ 1 20+ 1 a0t 1 z—0t+t x24+1 z—0t x2 41
Inz nz zln?

es conocido que
I
o 1) _ 7

w=wo g (z)  lim g (z)’

siempre y cuando los limites existan y el limite del denominador sea diferente de cero, asi,

. 21..2
21.2 lim z°In“z
r*In"x 20+

o0+ 2241 lim (2 4+ 1)’
z—0+
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donde
lim (z?+1) =1,

z—0t

mientras que,

2
. . 2 .
lim 2?0’z = lim (zlnz)’ = lim zlnz) ,
z—0t z—0t z—0+

observemos que lim zlnz presenta una indeterminacion de la forma 0-(—oc), escribimos el limite como
z—0+

lim z Inxz = lim ln_x < Indeterminado g,

z—0*t z—0*t l
x
aplicamos la regla de L’Hopital
) 1
1 / | - 2
lim 2 28 lim(nx),:hmiz—lim S )
a0t 1 z—0t /1 a0t 1 =0t T z—0+
T T x2

entonces
lim 22’z = (0)° =0
r—0t
y por lo tanto,

21..2 lim 22In’x
r°In"z PO+ 0

= — _ = O
zg%)lJr 2 +1 lim (IQ + 1) 1 )
z—0t
de aqui,
In(z2+1) 22
lim Inzx 1n(:v2—|—1) = lim ML:H —9 lim z“In"z —0
rz—0+ r—07t L o O+ I2+1
Inx
luego,

lim (:102 + 1)1nz =ed=1.

z—0t

*

Ejercicios

1. Verificar que la funcion f(z) = z — 2° satisface las condiciones del Teorema de Rolle en los segmentos
—1<x<0 y 0<zx<1. Hallar los valores correspondientes de c.

3

2. La funcién f (z) = {/(z —2)® en los extremos del segmento [0,4] toma valores iguales

F(0)=f(4)=V1
(Es valido para esta funcion el Teorema de Rolle en el segmento [0, 4]?
3. ;Se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle para la funcion f (z) =tanz en el segmento [0, 7]?
4. Sea f(z)==z(x+1)(x+2)(z+3). Demostrar que la ecuacion [’ (z) =0 tiene tres raices reales

5. La ecuaciéon e® = 1 + = evidentemente, tiene una raiz, = = 0. Demostrar que esta ecuacién no puede
tener otra raiz real.

e

(a) Comprobar si se cumplen las condiciones del Teorema de Cauchy para las funciones
fla)=a®+2 y g(a) =2’ -1,

en el segmento [1,2]. Hallar f(c).
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EN

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(b) Idem para f(z) =senz y g(z)=cosz, en el segmento [O, g}

Demuestre que la ecuaciéon ax? + Sz 4+ v =0 tiene a lo sumo dos raices reales.

. Demuestre que si f es la funcién cuadratica definida por f(z) = ax? + Sz +7v, a # 0, el nimero ¢

del Teorema del Valor Medio siempre es el punto medio del intervalo dado [a, b].

. Demuestre que si f es continua en (a,b) y f’(z) existe y satisface f’ > 0 con excepcion de un punto

xo de (a,b), entonces f es creciente en (a,b). Sugerencia: Considere f en cada intervalo (a,zo] y
[0,D), separadamente.

Demuestre que si F’ (z) = D, paratoda z de (a,b), existe una constante C, tal que, F (z) = Dax+C,
para toda x de (a,b).

Suponga que F'(z) =5 y F(0) =4. Encuentre la formula de F (z).

Demuestre que si  f es una funcion derivable en [a,b]. Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos y si
f'(x) #0 paratodo = de (a,b), laecuacion f(x) =0 tendra una y sélo una soluciéon entre a y b.

Demuestre que f(z) = 22% — 922 +1 = 0 tiene exactamente una soluciéon en cada intervalo (—1,0),
0,1), (4,5).

Demuestre: Sea g una funcién continua en [a,b] y suponga que ¢" (x) existe para toda = de (a,b).
Si hay tres valores de x en [a,b] para los cuales g(x) =0, existe al menos un valor de z en (a,b),
tal que ¢” (z) = 0.

Demuestre que si |f’ (z)| < M, paratoda = de (a,b) ysi 21 y z2 son dos puntos de (a,b), entonces

|f (z2) = f(z1)] < M |22 — 1]

Demuestre: Sea f una funcion derivable en un intervalo I. Entre ceros distintos sucesivos de f’ puede
haber cuando méas un cero de f.

Una funcién f se llama no decreciente en un intervalo I si

21 < x9 implica que f (z1) < f(x2),
para toda x1 y x2 de I. En forma similar, f es no creciente en I si

x1 < xy implica que f(z1) > f(x2),

paratoda z1 y x2 de I. Demuestre quesi f escontinuaen I ysi f/(x) existey satisface f’(z) >0
en el interior de I, entonces f es no decreciente en I. De manera semejante, si [’ (z) < 0, entonces
f es no creciente en 1.

Demuestre que si ¢’ (x) < b/ (z), para toda x de (a,b), entonces

x1 < T2, implica que g (x2) — g (z1) < h(x2) — h(x1),
para toda x; y x2 de (a,b). Sugerencia: Aplique el problema 17 con f (z) = h(z) — g (z).
Use el Teorema del Valor Medio para demostrar que

lim (Vo +2-+x)=0.

Tr—r+00
Use el Teorema del Valor Medio para demostrar que

|[senz + seny| < |z —y].

Demuestre que eP (¢ —p) <e?—eP <el(qg—p), si p<gq.
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22. Demuestre que

23.
24.

25.

26.
27.
28.
29.

30.
31.

Demuestre que
Demuestre que

Demuestre que

Demuestre que

Demuestre que

x

14z —

<In

1 1
= <668 < <.
g~ =3

e’ >ex, si x> 1.

In(z) <z, si z>0.

e*>14z, si x#0.

arctan (x2) — arctan (z1) < z9 — ;1.

(1+z) <z, para z>0.

Calcule el ¢ para el cual la tangente a (c,c") es paralela a la cuerda que pasa por (0,0) y (b,0").

Calcule el ¢ para el cudl se tiene que In’(c) es igual a la pendiente de la recta que pasa por (1,0) y

(e, 1).

Demuestre que ny™ ! (z—y) <z" —y" <nz"t(z—y), si 0<y <z

Calcular los siguientes limites

1.

13.

17.

21.

25.

29.

33.

36.

40.

44.

47.

50.

lim 22T 2. lim — 3. lim
z—=0 T z—0 senzx z—0 \/E
lim 1—cosz 6. lim 1 — cos (2z) 7 lim 1 — cos (mz)
z—0 €T x—0 €T z—0 xT
lim 05T 2T 100 lim 1= cos(22) = Q2) gy Lzcos(mm) = (rz)
z—0 xT z—0 T z—0 T
n __ . n _ 3/ 3
lim =2 . g YTV 15, lim YEZ Ve
T—a T —a t—a t—a r—a r—a
1
1 1 —+/cost “
im 22 48 lim — 20 g fim D
z—w/2 COSX t—0 t2 z—0 T + 2
lim S0 29 lim SR0G7) 23, fim S(T7)
z—0 sen (2x) z—0 sen (5x) z—0 sen (4x)
t t 2 t
i 002 g gy, a0 (o) 27, tim 22G7)
z—m sen (3x) z—n sen (7x) z—m sen (6x)
2 cor2 t t 5
lim —— 30, lim —— 31, i 2067)
z—0 sen (z2) t—2 sec? (2t) =0 3z
. (z+ h)2 — . 2 3
1 34. 1 —_— 35.
hs0 h oot \1—22  1— 43
t
lim tcott  37. lim —" 38, lim — = 39.
t—0 z—0 cot”x z—0t+ a2
. 3—+Vx+5 v+ 1 . x4+ 27 —
lim ——— 41. 42.  lim
T—4 2 — 16 z—0 €T z—=0 Vg +16 —
lim \/cos (ax) —2 \/cos (Bx) 45 lim Vaz —4+a3 -8
z—0 x r—2t VT — 2
2
lim 1—cosz —zsenx 48, lim V/cos (2t) — /cos (3t) 19
z—0+ 2 —2cosx —sen?x t—0 t2
lim 1 + cos (2z) cos (3x) 51 lim sen’t — tan? ¢ 5
a—m 14 cosx cos (2x) 50 4

12.

16.

20.

24.

28.

32.

x—0

lim
x—0

lim
x—0

lim
r—a

1m
z—7/2

x—0

senx

Iz

1 — cos (ax)

T

1 — cos (ax)

2

5= a

secr + 1
tanx

sen (ax)
sen (fBx)

tanz

s sen (Tx)

lim

3+ tanx

=T+ 1 —secx

Vi +h—-+vh

46.

lim
x—0

[cot x

lim

L e (372

lim
xTr—r

x

(=2)
CSCx — —
0 T

2

COS T
T
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— t t o a2 2
53.  lim _sosr 54. lim (cos| - | —sen| - | |tant 55. lim M
e=>+oo 23 sen (3/x) t—z 2 2 P

1 2 1
56. lim (t— g) tan (2t) 57. lim ( - > 58. lim <csc2:z: - —)

t—m /4 z—0\1—senz cos?zx z—0 x2

3 _ 3 _ 3
59. lim |1 _2 60. lim —vort5 -2 61. lim Yoo VOOST
t—3 |2 -9 t2-9 z—1 J10x + 17 — 3 z—T  Senx — CoSx
1 1—
62. lim (tanz — tana)cot (z — a) 63. lim ﬂ 64. lim — 2%
T—a 20 sen (2z) x50 22 COST
x
65. lim ————— 66. lim tan?z[v2sen?2z + 3senz +4 — vsen?x + 6senx + 2
z—0t /1 —cosx /2 [ }
67 lim V1+senz —+/1—senx 68, lim Vsen? z — v/cos? x 69 lim tant — sent
z—0 tan x =% 1—tanx t—0 t2tant
I+tanx —/1—t¢ -b 2 _p?
70, q YAFtanz—VI-tane 71 lim 0T 72, lim —
z—0 sen x z—=0 x4 senx z—b sen (CL‘ - b)
1 3 =~ _ 3 2 6 _ .6
73. lim S 74, G YeSToVsen(@/) g @ —ah
a—1 \x—1 22— 1 T cosx +1 z—a sen (22 — a?)
Vr+2—+3x -2 V2 +3—-Brx+1 i x2 — b2
76. lim 77.  lim 78. lim ————
22 Az +1— /b — 1 a1 \/br +4— /222 +7 z—b sen (z3 — b3)
2 _ _
79. lim —n 023 80. lm YE—Vb
z—1cos(2(x—1))—1 z—b sen (z —b)
32. Calcular los siguientes limites, si existen
2 ath _ e In”u—4Inu+4
1L dim 22T o pm TP 3 g & ¢ g gy 0 tnete
z—+o00 2% z—4o0 €% h—0 h u—se? In“u—4
. 5% — 3 . senz _oatth g7 .
oo Jm ey 6 mm—y T i 8 lim (nt-In@-1))
1 53 4 «
9. lim (In(z+1)—In(zx—1)) 10.  lim sen <M> 11.  lim T cosTtsenw
z—+00 z—0 et — e~ z—+00 14 e*
20 4 G — 7 1
12, lim (In (22 —2) - In (2 + 5)) 13, 1m0 gy gim O
r—+Loo z—0 et —1 z—+o0 1 +In“x
1 h)—1
15, lim In (x2 + e_””) 16.  lim In (x2 + e_””) 17.  lim n(w—i——)nx
r—+00 T—r—00 h—0 h
. log, (x+h) —log, = , Inz . 3l 3246
18. 1 e e 19. 1 o 20. 1
B0 h 250+ 1+ 12 20 3ol — 3
91, i Inz —In(Bz —2)+3e™® 99 Tim rsenz —3cosz + 4
z—+oo In (223 + x — 2) — In (x — 222 + 323) z—r+o0 344
23.  lim “n (1 41 2 tim Sl (e 25. lim Y (eF—e )
" no5Foo k " nSFoo — kE+2 " nSFoo

. " 1 , n k
26.  lim In (; In (1 + E)) 27. lim_exp (kz In (k—+2>>
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33. Calcular los siguientes limites, si existen

3 _ 1 2

1. lim — (" -1) 2.

x—1 x

/ sen (1 — t2) dt
1
N S 2

4. lim — (1 —cost)” dt 5.

x—0 & 0

2+h

7. lim — V143 de

h—0

2

34. Calcular los siguientes limites, si existen

lim

29. lim exp (
z—0

sen r
/ arcsent dt
T

x—0 2z
Vi3 +1dt

0

1 x+1

lim —
=0t /T Jeosa

arcsenu du

32m+1 _ 3w+2 + 6

)

3z+2 _ 9
1 x
3. lim / V1+ttdt
z—0senzx Jo
cos T
6. lim cot:v/ (2t+1) dt
z—0 1

1\* 3\” 2\° z
1. lim (1 + —) 2. lim (1 - —) 3. lim (1 + —) 4 lm (1+2)
r——+00 €T r— 400 €T r— 400 €T r——+00 €T
2
5x v 3z v ax? * 1
5. i 6. 1 7. 1 8. i 1
9. lim (2¢*—1)Y* 10, lm (e *+1)™"  11. lim (cosz)”/" 12, lim (cost)™"!
r—0+ r——+00 x—0 t—0+
13, lim (sent)®' 14, lim (t+et/2)*! 15. lim (Inz)”/®"9 16, lim z!/m®
t—mw/2 t—0+ z—et z—0t
Int\ ! 1/62 2/x
17.  lim <—> 18.  lim (cos (26)) 19.  lim (x+e€%) 20. lim z®"®
t—+o00 t 6—0 T—+o00 z—0F
TR o\ 172
21.  lim 22. lim (at+t)"/" 23. lim (cscx)® 24. lim (2
r—+00 21‘2 —1 t——+o00 x—0 rx—+oo \ I
csc . 1 ! . arctan zt)me®)
25. lim (¢ + cos (2t))<) 2. lim (=) 97. lim eMctan(l+a*)
t—0 z—+o0 \ In (z + a) z—0-
28, lim (2% +4)" 29. lim (22 +1)" 30. lim arct S R —
(@ +4) Jm, (22 41) [y avctan { (cost) ™ = =
T _ cscx T +4 1/z
31, lim / _costdt 2 cosw 32. lim / dt + ¢’
a—0t+ \Jy et —In(t+1) 1422 a—0+ \ Jo t2+1
33 /z tant — 1 &t n 3T 1/ a4 i + ( t)cott " 2t
. lim ———dt—sen |z + — . lim arctan ( (cos —_—
z—0t \Jy 241 2 t—0+ V2 —2cost
Respuestas: Ejercicios.
1. £ g; 2. Noj; 3. Noj; 5.a. f (%) = %; 5.b. f (arccos (%)) = % T2 — 4; 10. F (z) =5z + 4;
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28. ¢c=n'/0="p, 29. c=e—1; 31.1. 1; 31.2. 1; 31.3. 0; 31.4. 0; 31.5. 0; 31.6. 0;
31.7. 0; 31.8. 0; 31.9. ; 31.10. 2; 31.11. %; 31.12. %2; 31.13. na™"1; 3114, 5o
31.15. ﬁ 31.16. lal/m—1; 31.17. 1; 31.18. %; 31.19. 1; 31.20. 1; 31.21. 3; 31.22. 3;
31.23. 3m; 31.24. §; 31.25. — 3 31.26. — Z; 31.27. 3; 31.28. — 1; 31.29. 1; 31.30. 4+ oo;
31.31. 2; 31.32. —1; 31.33. 2ux; 31.34. — & 31.35. ﬁ 31.36. 1; 31.37. 0; 31.38. + oo;
31.39. — %; 31.40. — 2 31.41. No existe; 31.42. 32; 31.43. 1; 31.44. @; 31.45. 2;
31.46. +; 31.47. — oo; 31.48. 25; 31.49. 0; 31.50. 43; 31.51. —1; 31.52. %; 31.53. 0;
31.54. ¥2; 31.55. 8; 31.56. — %; 3L.57. —1; 31.58. 1; 31.59. 37; 31.60. 2%; 31.61. ?
31.62. sec® q; 31.63. 0; 31.64. 0; 31.65. V2; 31.66. 15; 31.67. 1; 31.68. — 1 ¥4 31.69. 3;
31.70. 1; 31.71. 252 31.72. 2b; 31.73. No existe; 31.74. 1; 31.75. — 3a%; 31.76. 3;

31.77. — 3 31.78. Z; 31.79. — 3, 31.80. Sz 32.1. 0; 32.2. 0; 32.3. e”; 32.4. 0;
32.5. 0 32.6. % 32.7. a®Ina; 32.8. —1In3; 32.9. 0 32.10. O; 32.11. 0; 32.12. —1n2;
32.13. 8; 32.14. 0; 32.15. oo; 32.16. oo; 32.17. L; 32.18. —L—; 32.19. 0; 32.20. —1;
32.21. 23 32.22. 0; 32.23. 4+ oo; 32.24. — oo; 32.25. e !; 32.26. + oo; 32.27. 0;

32.28. —1; 32.29. e 1 33.1. — % 33.2. 0; 33.3. 1; 33.4. o 33.5 0; 33.6. 0;

33.7. 3; 34.1. e 34.2. e 3; 34.3. €% 34.4. e% 34.5. e~3/5, 34.6. e~ 3/3; 34.7. e/,
34.8. e; 34.9. €% 34.10. 1; 34.11. e /2, 34.12. 1; 34.13. 1; 34.14. €3; 34.15. el/¢;

34.16. ¢; 34.17. 1; 34.18. e~ ?; 34.19. €%; 34.20. 1; 34.21. 1; 34.22. a; 34.23. 1;

34.24. 0; 34.25. e'/3; 34.26. 1; 34.27. e™/%; 34.28. 1; 34.29. 1; 34.30. — I 34.31. e;
34.32. e 34.33. 0; 34.34. arctan 3;
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’7 Integrales impropias.

Objetivos a cubrir

e Integrales impropias: Limites de integracion infinitos.
e Integrales impropias: Integrandos infinitos. Criterio de comparacion.

Cédigo : MAT-CI.15

Ejercicios resueltos I

Ejemplo 315 : Determine la convergencia o divergencia de la siguiente integral
Solucion : Se tiene que

/+oo dx . /b dx
————— = lim _ .
3  zlnzln(lnz) b=+ f3 zlnzln(Inz)

Resolvemos la integral indefinida por medio del cambio de variable

1
zlnz

u=In(lnz); du =

y obtenemos,

/+°° dx
3 alnzln(lnz)

/dix)_/d_“ —Infu|+C = In[ln (Inw)| + C,
u

zlnzln(Inz

asi,
b

b
dx
— = | In|ln(
/3 zInzin (Inz) ( i (Inz)] 3

+oo
/ I <ln|ln(1nb)|—ln|ln(ln3)|>
3

zlnzln(lnz)  bo+oo

luego,

Por lo tanto,

/+OO L es divergente
3 zlnzln(Inz) versente:

Ejemplo 316 : Determine la convergencia o divergencia de la siguiente integral

Solucién : Se tiene que

—+o0 a
e Ycosr dr = lim e “cosz dx.
0 a—+oo 0

Resolvemos la integral indefinida usando integracion por partes, hacemos

u=e" Al derivar du=—e % dx
%

dv = coszx dx Al integrar v = senc,
Ty

La integral se transforma en

/e_”” cosr dr =e “senx + /e_”” senz dz.

Para la nueva integral, integramos por partes, de nuevo, con

u=e T Al derivar du=—e % dx
%

dv = senx dx Al integrar v = —CosZ,
——

=In|ln(Inbd)| —In|ln (In3)|,

= +400.

—+oo
/ e “coszx dx.
0
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y obtenemos

/e*z senz dr =e % (—cosz) — / (—cosz) (—e™ ") do = —e “cosx — /e*”c cosz dx,

Asi,
/ef”” cosx drx =e “senx + [—em cosT — /ef”” CcoS T d:v] =e “senz —e Ycosx — /efm cosz dx,

es decir,

/e_w cosx dr =e “senx —e Ycosx — /e_”” cosx dx,

de aqui,

2/e_w coszdr=e¢ “senx —e “cosxz+ C.

la familia de primitivas es

1 1
/e*z cos dxr = 3 e Tsenx — 3 e Tcosx+ C,
Entonces,
/a e Tcosx dr = l -
| = 5 € “senz—g e Fcosw
0
1 _ _ 0 -0
= 3 (e="sen (a) — e "cos (a)) — (e sen (0) — e~ cos (0))
Ll _
= 5| “sen(a) —e *cos(a)+1 |,
luego,

+oo
1
/ e Pcosx dr= lim — [ e *sen(a) —e *cos(a)+1 ] .
0

a—-+oo

Calculamos lim e~ “sen(a), es conocido que
a——+oo

—1<sen(a) <1

)
si dividimos por e®, la desigualdad no cambia, ya que, e® es siempre positiva

sen (a) < 1

<
- ea et

- —e “<e “%sen(a) <e ¢

Q|

si tomamos el limite cuando a tiende a infinito, se tiene

lim e %= lim — =0,
a—+o00 a—+oo ¢
por el Teorema del emparedado,

lim e “sen(a) = 0.
a——+o0o

De manera similar, se demuestra que

lim e *cos(a) = 0.
a— 400
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Por lo tanto,

a——+00

+oo
1 1
/ e *cosxr dr= lim B { e *sen(a) —e *cos(a)+1 ] =3
0

es decir,

+oo 1
/ e Pcosx dr = B es convergente.
0

+oo o 4
e
Ejemplo 317 : Determine la convergencia o divergencia de la siguiente integral / (b n:c) dx.
1 x

Solucién : Utilizando el criterio de comparacion, es conocido que
—1<senz <1,
dividimos entre z, como z € [1,400), se tiene que x > 0, asi, que no cambia la desigualdad

1 senx
-=<
T T

<

8|

)

. ., 4 . . .
elevamos a la potencia cuarta, debemos tener presente que la expresion (-)°, cambia la desigualdad si los valores
son negativos y la mantiene si los valores son positivos, entonces

1 sen x sen x 1
——< <0 y 0< < -
x x x x
de aqui,
R
x x x x
es decir,

entonces, para r € [1,+oo), tenemos

+oco . 4 +oo 1
/ (5611:17) dzr S/ - dx.
1 €z 1 €z
+oo 1
Determinamos la convergencia de la integral / — dz,
1 x
b
A Y S S 1 i 11 1
=y — = de = - | = -+ | == converge
1 x4 . bﬂHJPoo 1 x4 . b%HJPoo 323 b%HJPoo 363 + 3 3 Hveree,
1

como,

—+o0 —+oo 4

1 senx

— dxz  es convergente =~ — dx  es convergente.
1 x 1 x

+oo
Ejemplo 318 : Estudie la convergencia o divergencia de la siguiente integral / e da.
1

Solucién : Como
z2>1,

multiplicamos por x, la desigualdad no cambia, ya que x es positivo

r>1 = 22>
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multiplicamos por —1, la desigualdad cambia, ya que estamos multiplicando por un nimero negativo
r>1 = z? >z == —z? < -z
aplicamos exponencial, por ser una funciri creciente, no cambia la desigualdad

2
z>1 e 2 < —z o et <e?,

comparamos, entonces, con la funcién g (z) =e™*

+oo 2 +oo
/ e " dxr < / e * dzx,
1 1

“+00 b
/ e ¥ dr= lim e ¥ dr= lim < —e *
1

b—+o0 1 b—+o0

b
= lim —e el ) =—et
1 b—+o0

por lo tanto,

—+oo —+oo
—XT 7I2
/ e ¥ dxr converge «— / e dr  converge.
1 1

dx
NS

1
Ejemplo 319 : Determine la convergencia o divergencia de la siguiente integral /
0

no esta definida para x = 1, por lo que es una

1
V1— 22

Solucién : Observemos que la funcion f (z) =
integral impropia en el limite superior, por lo tanto,

b

= lim ( arcsen (b) — arcsen (0) ) = ﬂ-,

= lim arcsenx —
b—1— 2

/1 dx i /1 dx
I T, @
0 \/1 —$2 b—1— 0 \/1 —x2 b—1—

0
luego,
es convergente.

/1 dx
0 \/1—1‘2

3 dx

4
Ejemplo 320 : Determine la convergencia o divergencia de la siguiente integral / PR
0 IT°—4x

Solucién : Observemos que, el dominio de la funcion f (z) = es R—{1,3}, asi, la funcién no

22 —4x +3
esta definida para x =1 y z =3, por lo que se nos presenta doble discontinuidad infinita dentro del intervalo
de integracién, por lo tanto,

/4 3 dzx _/1 3 da +/3 3 da +/4 3 dzx
o 2 —4dx+3  J, 22 —4x+3 1 2?2 —4x+3 g a2 —4x+3’
denotemos por

1/1 3dx 1/3 3 da 1/4 3 da
YT )y 22—z + 3 > ) 2?4z +3 Y ST, P —da+ 3

3
x2 —Adx +3’

descomposicion en fracciones simples, factorizamos el denominador

Encontramos la familia de primitivas de la funcion f(z) = para ello usamos el método de

2 —4x+3=(z—-1)(z-3),
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escribimos las fracciones simples asociadas

3 A n B . 3 _A(@-3)+B(z—-1)
2 —4rx+3 -1 -3 x2 —4x+3 (x—1)(x—=3) ~’

de aqui,
3=A(x—-3)+B(z—-1).

Calculamos los valores de A y B.

e Si # =3, tenemos 3=A((3)—-3)+B((3)—1) deaqui | B= =

e Si =1, tenemos 3=A((1)-3)+B((1)—1) deaqui | A=—

Entonces

/ 3 dx _/—3/2dx+/3/2d17
2 —4dx +3 x—1 z—3
Para obtener la familia de primitivas de la primera integral del lado derecho de la igualdad, hacemos el cambio

de variable
z=x—1; dz = dzx,
y se tiene
/ —3/2 dx 3 [dz 3

3
" ) . 2n|z|+C’ 2n|:17 |+ C

Por otra parte, para calcular la segunda integral del lado derecho de la igualdad, hacemos el cambio
w=z—3; dw = dx

3

y obtenemos

3/2dx 3 [dw 3 3
/a:—3 =3 ?_§In|w|+0—§ln|x—3|+0.

Luego, la integral indefinida es

3 dx 3 3 3 |z—3
S | -1+ =1 -3+ C =21 C.
/x2—4x+3 oz =1+ g Infe =3+ 2nx—1‘+
Estudiamos la convergencia o divergencia de I
b
1 b
I / 3 dx . / 3 dx . 3 2= 3
= — = = lim ——— = lim —In
! 0 2—4x+3 bs1-Jg 22 —4x+3 v-1- | 2 |z —1
0
3 I ! b—-3 ! 0-3 n
= — lim n —In = 400
2 b—1- b—1 0-1 ’
con lo que concluimos, que I; es divergente, por lo tanto,
Y 3dx ,
——— es divergente.
0 T2 —4x+3

*
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oo dx
Ejemplo 321 : Determine la convergencia o divergencia de la siguiente integral

0o Valz+l)

1
Solucién : Observemos que, la funcion  f (z) = m no esta definida para x = 0, por lo que, se
z (x

nos presenta una integral impropia en el limite superior y en el limite inferior, por lo tanto,

+oo d +oo dx

dx B /1 T n
o Vr@+1l) Jo Ve(@+1) )i Vr(z+1)
denotemos por
1 +oo
dx dx
I = _ y I, = _
0o Vr(z+1) 1 Vr(z+1)

En primer lugar, encontremos la familia de primitivas de la funciéon f,

para ello, hacemos el cambio de
variable

d d
u=+vVr = z=u’ du:% = 2du=\/—g;,

la integral indefinida queda

dx 2 du
/\/E(a:—i—l) _/u2+1 = 2arctanu + C = 2arctan (vz) + C.

Estudiemos la convergencia o divergencia de I

d 1

1 T ! dzr
I = - -1 — =1 2 arct
! /0 JZ(@+1) ai%1+/a Jz(@+1) ai%1+< arctan (/) .

=2 lim ( arctan (v/1) — arctan (y/a) ) =2 (f) _

a—0t

Estudiemos la convergencia o divergencia de I

Foo dx b

b
dx
I: —_— 1. —_— = 1. 2 t
=), et biToofl JZ(@+1) biirto< arctan (v/7)

1

b—+o0

=2 lim < arctan (\/1_7) — arctan (\/T) ) =9 (z — E) _T

asi,

o Vrle+l)
Por lo tanto,
Foo dx ;
—————— =7 es convergente.
0 Vet 8

b
Ejemplo 322 : Encuentre b, tal que, / Inx de =0.
0

Solucién : Observemos que, la funcion f (x) = Inz no esta definida para « = 0, por lo que, es una integral
impropia en el limite inferior, por lo tanto,

b b
/ Inz der = lim Inz dx,
0

a—0t J,
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la integral de y =Inx se obtiene por integraciéon por partes, hacemos

dx
u=Inx Al derivar du = —
X
dv = dx Al integrar v =2x.
EE—

La integral se transforma en
1
/111:17 da::a:lnx—/x = dx:xlnx—/dx:xlna:—:z:—i—C::c(ln:z:—l)—i—C’,
x

entonces,

b

= lim < b(Inb—1)—a(lna—1) >

a—0t J, a—0t a—0t

b b
/ln:z: dr = lim Inz der = lim <:E(lnx—1)
0

a—0t

=b(lnb—1) - lim ( a(lna—1) >

calculamos el limite cuando @ tiende a 0%

1
lna—1 v Ina—1) p
lim a(lna—1)= lim _RaT M gy M = lim —%— = — lim a =0,
a—0t a—0t 1 a—0t 1 a—0t _i a—0t
a a a?
asi,
b
Oz/ Inz de=b(lnb—1),
0
es decir,
b=0. < Lo cual no puede ser.
b(lnb-1) =
Inb—1=0 — Inb=1 == b=ce.
Por lo tanto, b =e. *
+o0 T
Ejemplo 323 : Demuestre que / - diverge st 0 <p <1 y converge si p> 1.
1 x
Demostracion : Calculamos la integral indefinida, para el caso p # 1.
d 1=p
/—I:/:cfpd:c:x + C,
P 1—p
asi,
b
todr Yde z'=p . bl-r 1 . bl 1
— = lim — = lim = lim - = lim -
1 P b—+oo f1 P b—+o0 1—p b—+o0 1—-p 1-p b—+o0 1—p 1—p

1
entonces, si p > 1, se tiene que, 1 —p >0, con lo que
pl—p 1 1

li = i —_—
b—iI-Poo 1—p b—iI-Poo 1—pbp-1
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por lo tanto,
/*00 dx 1 ,
— = ——— es convergente si p > 1,
1 2P I-p

si p<1, entonces, 1 —p >0, con lo que

bt-p

b— 400 1—-p

por lo tanto,
T dx 1 . .
— = ———  es divergente si p < 1.
1 2P I-p

Si p=1, entonces,

+Ood bd
/ o tim [ Y= lim (1n|x|
1

xX b—+oo 1 T b—+o00

b
= lim ( In|b| —In|1| ) = o0,
b——+o0

1

por lo tanto,
T da 1 . .
— = ———  es divergente, si p=1.
1P I—p
*

Ejercicios

1. Estudie la convergencia o divergencia de las siguientes integrales

—+o00 —+o00 d 3 d —+o00 d
1. / e dr 2. 2 3. 2 4. / =
1 3 V9+a? o V9-—uz?

-2 27 e’} “+o0
d d d
5. / = 6. / 2?3 do 7 —=_ 3 / S
€ -1 o VT2 + 4 2 1+

0 400 dx o0 5 /4

9. / e dx 10. / 11. / re " dx 12. / tan 2x dx
oo 9 rlnz 4 0
too g  d oo d 0 d

13. / =14, / Z 15. / L T / — L
1T 0o V- 2 (1+22) o (22 -1)
00 —+o00 +o0 400

d d

7. / “dr 18, / ve " du 19. / o0 / I

—oo €17 0 —00 ($2+4) 2 (1 —(E)

—+o00 d 11 7 d 1 d
21. / D 922. /ﬂdx 93. / x 24. /7“7
ok 0o s VT —3 o Vi—z®

too g too oo g tod
25. / = % / = i 27. / 2 = / —
1 V3x 1 x 2 z(lnz) 2 (3—ux)

3 +oo 2 -1
d 1 d d
29. / T 30, / T sl /7961/3 32. / S
0o 9-x 2 T 1 (z—1) -2 (z+1)
2 “+o00 /2 2
d d 3d
33. / = 34. / — 2 3 / cscx de 36, /796
-3 T 2 z(nz)'/? 0 0o Ttz —2
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T dx

1 —+o00
dx
37. 38. 39. —_—
/,1 1—x /,Oo 1+ 24
+oo —+oo
1. / _dr s / o de
0 V2—1x 1 2+t oo T2 41
—+o00 d —+o00 1 d
45. / T / we ™ dz 4T, / =
too 1+ 1 0o T’ —x

b
2. Encuentre b tal que / Inx dx = 0.
0

2
d
A1, x

+oo
x
3. Demuestre que / — divergesi 0 <p <1 y convergesi p > 1.
1 T

T dg
4. Demostrar que la integral / —
o zP(Inzx)

(a)
(b)
()
(d) es divergente para todo ¢ si p < 1.
2
5. Evalue / 4&

_92 — CC2

es convergentesi p>1 y ¢ > 0.
es convergentesi p=1y ¢g> 1.

es divergentesi p=1y ¢< 1.

6 demuestre que diverge.

6. Encuentre el area de la regiéon comprendida entre las curvas y = — y

8|

7. Encuentre el area de la regiéon bajo la curva y = w21
12—

8. Encuentre el area de la region comprendida entre las curvas y = (z —

9. Sea R la region del primer cuadrante bajo la curva y = z—2/3

que el area de R es finita y encuentre su valor.

2
10. Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacion de la region dada por z = —, y = 6,
Y

alrededor del eje y.

y:

8)—2/3

0
o [zt
-3 (22 —4)

+oo
44. / e “senx dx
0

3
d
48, / _dz
0 |1—$|

ara 0 <z <1.
:C3+Ip =

a la derecha de = = 1.

y y=0 para 0 <z <8.

vy a la izquierda de x = 1. Demuestre

z =0

11. Encuentre el volumen del s6lido generado por la rotacion de la region dada por y = arctanz, z =0 con

T € [0, g) alrededor del eje y.

12. Encuentre el volumen del sélido generado por la rotaciéon de la regién dada por y = e

ejes coordenados, alrededor del eje =x.

Ve gz =1, ylos

13. Encuentre el volumen del sé6lido generado por la rotaciéon de la region dada por y =secx, con = € [0, g),

alrededor de la recta y = —1.

14. Use una prueba de comparaciéon para decidir si convergen o divergen las siguientes integrales

oo dr

1 Vb +zx

+oo
5. / ln_:v dz
2 X

+o0 /2
1 d
2. / —dr 3. / a
1 er 0 Trsenx

+oo oo .3 d
6. / e~ da 7. / roar
1 1 ZC5 + 2

4 e 7”—’—\/5 dz
' Ve

1

+oo 2
sen®
8. 5 dx
1 X

Farith J. Briceno N.
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+00 +o0 —+o0 +oo
1 d d d
9. / —Zdz 10 / 11 — 12 / =
1 z? 1 THe 1 Vat+1 1 (142t
+oo d +oo 6 +o00 1\ 2
13. / S — 14. / (2) da 15. / 14 =) do
1 ot ad 422 ) x 1 x
Respuestas: Ejercicios.

1.1. Divy 1.2. Div, 1.3. 3 Conv, 1.4. Z Conv,; 1.5. 7& Conv.; 1.6. 12 Conv,; 1.7. Divy
1.8. Div 1.9. % Conv.; 1.10. Divy 1.11. %6716 Conv.; 1.12. Divy 1.13. Divy 1.14. 6 Conv,;
1.15. &  Conv,; 1.16. — 1 Conv; 1.17. 0 Conv.; 1.18. 1 Conv.; 1.19. 0 Conv.; 1.20. Div,;
1.21. 100 Conv.; 1.22. Divy 1.23. 4 Conv.; 1.24. & Conv; 1.25. Divy 1.26. Divy

1.27. &5 Conv; 1.28. 6 Conv.; 1.29. Div,; 1.30. 4 Conv.; 1.31. ¢ Conv; 1.32. Div,;

1.33. Divy 1.34. Div, 1.35. Divy 1.36. Div, 1.37. Divy 1.38. 6 Conv.; 1.39. 0 Conv,;

1.40. % (\%/217 m) Conv.; 1.41. 2v/2 Conv.; 1.42. 1 - % Conv; 1.43. Divy 1.44. % Conv.;

1.45. w Conv.; 1.46. 2—16 Conv.; 1.47. Div, 1.48. 2(\/§+ 1) Conv.; 2. e 5. Div,;

6. %In2; 7. 11n3; 8. 6; 9. 3; 10. Div; 11. Div,; 12. Div,; 13. Div,;
14.1. Conv.; 14.2. Conv.; 14.3. Divy 14.4. Divy 14.5. Div.; 14.6. Conv.; 14.7. Conv.;

14.8. Conv.; 14.9. Conv.; 14.10. Conv.; 14.11. Conv.; 14.12. Conv.; 14.13. Conv.; 14.14. Conv.;
14.15. Div.;
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’7 Aplicaciones de la integral definida. Volumen de un sélido.

Objetivos a cubrir Cédigo : MAT-CI.16

e Volumen de un solido : Secciones transversales.

e Volumen de un soélido de revoluciéon : Método del disco. Método de la arandela.

e Volumen de un sé6lido de revolucién : Método de los cascarones. Ejercicios resueltos.

Ejemplo 324 : Sea S wun sélido con base circular de radio 1. Las secciones transversales paralelas, perpen-
diculares a la base, son tridngulos equildteros. Encuentre el volumen del solido.

Solucién : Consideremos que el circulo esta centrado en el origen de coordenadas, es decir, tiene ecuacion
224+ y2=1.
y

1‘2—1—:[/2:1

Circulo de centro (0,0) y radio 1.

Sean A(z,y1) y B(x,y2) puntos del circulo, asi, Y
y=2v1-—2a2, 5 (2,2)

con lo cual la base del triangulo ABC, es
|AB|:\/1—x2—(—\/1—x2), b

es decir, L~ A(z,y1)
|AB| =21 — 22

Dado que el tridngulo es equilatero, el drea de la seccién transversal es

A(z) = Apapc = ? (base)® = \/Tg ( 1 _x2)2 =V3(1-2?)

y el volumen del s6lido es

V_/llA(a:)dx_/llx/Eu—x?) dx:?.

*

Ejemplo 325 : Determinar el volumen de una cuna, cortada de un cilindro circular por un plano, que pasando

por el diametro de la base, estd inclinado respecto a la base formando un dngulo «. El radio de la base es igual
a R.

Solucioén : Tenemos, el cilindro circular de radio R y altura h, con h un nimero real positivo.

Ultima actualizacion: Septiembre 2016 Farith J. Briceno N. farith.math@gmail.com




Matematica II - Guia 16. Aplicaciones de la integral definida. Volumen de un so6lido. 434

N
—

Cilindro circular de radio R y altura h

Sin pérdida de generalidad, colocamos el sistema coordenado de tal manera que el eje x coincida con el
didmetro de la base

Por el eje x pasa el plano de corte y asi, se obtiene la cuna. La ecuacion de la circunferencia de la base es
z? +y? = R

\y

x

Observamos que las secciones transversales de la cuna, perpendiculares al diAmetro, que se encuentran a una
distancia z del origen de coordenadas (0,0), son tridngulos, por lo tanto

(base) - (altura)

A = — .
(2) .
y
R B/ C/
y=+vVRZ— 1?2
altura
\ o
T T t A’ B/
-R 0 A R z base
Cuna vista desde arriba Seccion transversal de la cuna
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donde
base = longitud del cateto A’B’ = |A’B’|,

altura = longitud del cateto B'C' = |B'C’|.

Asi

base = |[A'B'| = y(z) = VR?— 22,

mientras que, la altura se obtiene de la razon trigonométrica

; cateto opuesto |B'C’| |B'C’|
an o = = =
cateto adyacente  |A’B/| R2 — 2’
de aqui,
B'C’
tana = _IBCl = |B'C'|=VR?—-2? tanaq,
RZ_ .2
por lo que,
altura = |B'C’| = v/ R? — 22 tana.

Entonces, el area de la seccion transversal, A’B’C’, sera igual a

2
A'B|-|B'C'| 1 VR? _ 12
Apapo = A(x) = % =3 (\/R2 - xz) (\/R2 - £C2) tan o = % tan a,
es decir,
R2 2
Ax) = tan
2
Por lo tanto,
R R p2 2 R
— t
V:/ A(a:)dx:/ utanadm: ana/ (R* — 2%) da.
-R -R 2 2 -R
Puesto que, el intervalo de integracion, [—R, R], es simétrico, estudiamos la simétria del integrando f

f(=2) =R~ (-2)" = B> = 2" = f (a),

asi, f es una funcién par y continua, por ser un polinomio, entonces

R R
t 2
V:/ A(x)dx =2 ana/ (R? — 2®) dz = = tana.
R 2 Jo 3

*

Ejemplo 326 : Los ejes de dos cilindros horizontales, ambos de radio a, se intersecan en dngulo recto. En-
cuentre el volumen de su solido de interseccion.

Soluciéon : Tenemos

Cilindros horizontales que se intersectan Solido interseccion entre los cilindros
perpendicularmente
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Observemos que cada seccion transversal es un cuadrado, cuyo lado se extiende a lo largo de los dos circulos
que generan los cilindros.

Sin pérdida de generalidad, consideramos los circulos centrados en el origen de coordenadas, asi, puesto que,

ambos cilindros tienen radio a, entonces, los circulos que los generan tienen ecuacién 2 + y? = a2.

Sean A(z,y1) y B(x,y2) puntos del circulo, asi,
yz:l: CLQ—ZZ?Q, ) B(ﬂ?,yg)
con lo cual, la longitud de los lados del cuadrado, es

AB| = V@ = - (—V@ —27). T

es decir, " A(x, 1)
Lado = |AB| = 2v/a? — 2

Entonces,
@ 2 @ 16a3
Vz/ (2 a2—x2) dac:4/ (aQ—:EQ) dr = 3a
Luego,
16a3
V =
3

*

Ejemplo 327 : Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region limitada por la curva y = ¥z, la
recta vertical x =1 y el eje x, alrededor del eje .

Solucién : La representacion grafica de la region es

Y
| _y=r

Giramos la region alrededor del eje de revolucion .

Por la ubicacién de la regiéon con respecto al eje de
revolucion z, utilizamos el método del disco, es decir,
las secciones transversales serédn perpendiculares al eje
de revolucién.

Las secciones transversales son disco de radio

Radio = {/z —0= ¢z 0

Rectangulo representativo para
el método del disco
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. Volumen de un sélido

Aplicaciones de la integral definida

Matematica II - Guia 16.

Se genera el solido

Solido generado al girar la regién dada
alrededor del eje de revolucion x

El volumen del s6lido viene dado por
1

1% :w/ (3/5)2dx = w/ 2?3dx = S
0 0

*

Luego,
Ejemplo 328 : Hallar el volumen del solido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = senx,

y=0, y=m, alrededor del eje x.

Solucién : La representacion grafica de la region es
Y
Yy =senx

3

(=)
[SIERE o

Giramos la region alrededor del eje de revolucion . )
y
Por la ubicacion de la regiéon con respecto al eje de Y =senx
revoluciéon =z, utilizamos el método del disco, es decir, It
las secciones transversales serdn perpendiculares al eje
de revolucion.
- [
.
. .
’ 5 VE
2

Las secciones transversales son disco de radio
Rectangulo representativo para
el método del disco

Radio =senz — 0 =senz
farith.math@gmail.com

Farith J. Briceno N.

Ultima actualizacién: Septiembre 2016




Matematica II - Guia 16. Aplicaciones de la integral definida. Volumen de un so6lido. 438

Se genera el solido

Solido generado al girar la region dada
alrededor del eje de revolucion x

El volumen viene dado por la integral

iy e 71'1_ 2 3
V=7r/ (senz)? d:vzw/ senzxdx:w/ Md:vzw—.
0 0 0 2 2

*

Ejemplo 329 : Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region limitada por la curva zy =1, las
rectas horizontales y =1, y=-e y el eje de las ordenadas, alrededor del eje y.

Solucién : La representacion grafica de la region es

1

Giramos la region alrededor del eje de revoluciéon y. Por la ubicaciéon de la regién con respecto al eje de
revolucion y, utilizamos el método del disco, es decir, las secciones transversales seran perpendiculares al eje
de revolucién

Yy
<[>
e-
1
y=—
x
1 -
0 T 0 x
Rectangulo representativo para Solido generado al girar la regién dada
el método del disco alrededor del eje de revolucién y
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por lo que, la integral que nos proporciona el volumen debe ser expresada en variable y, para ello, despejamos

1
la variable = de la funcién y = — y obtenemos x = —.
x

Las secciones transversales son disco de radio

El volumen viene dado por la integral

e 12 edy
V= - dy= — =(1-eYHm
W/l <y) Y ﬁ/l y? (L=e™)m
*

Ejemplo 330 : Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = \/x,

y = g y el eje y alrededor de la recta y = g

Solucién : La representacion grafica de la region es

Y

[\l

(e}
B[O A= = = — —
8

3
Giramos la region alrededor del eje de revolucion y = 3

Por la ubicacién de la regién con respecto al eje de revolucion y =

N W

, utilizamos el método del disco, es

decir, las secciones transversales seran perpendiculares al eje de revolucion.

Y

[SJ[9)
=

1
|
|
|
|
|
T
0 9 x
4

Rectangulo representativo para
el método del disco

Las secciones transversales son disco de radio

Radio = g -\
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Se genera el solido

o =4
8

'
Solido generado al girar la region dada

3
alrededor del eje de revoluciéon = = 3

9/4 13 2 27
*

Ejemplo 331 : Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region del ejemplo 330 alrededor del eje
x.

El volumen viene dado por

Solucién : La representacion grafica de la region es

Y

(Sl

(e}
B[O A= = = — —

Giramos la region alrededor del eje de revolucion .

Por la ubicacién de la region con respecto al eje de revolucion x, utilizamos el método de las arédndelas, es
decir, las secciones transversales seran perpendiculares al eje de revolucion.

Y

3
2

/

Rectangulos representativos para
el método de las arandelas

=

<

Il
Ao = — — %_

8

-

Las secciones transversales son arandelas de radios

Radio mayor =

N W

—O:g Radio menor = +/z —0=/z
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Se genera el solido

Solido generado al girar la regién dada
alrededor del eje de revolucion =

La integral que proporciona el volumen viene dada por
9/4 3\ 2 9/4 /g 81
V:7T/0 ((5) —(\/5)2>d:6:7r/0 (Z—x)dx:3—27r.

Ejemplo 332 : Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la region limitada por las curvas y =/,

y =22 alrededor del eje .

*

Solucién : La representacion grafica de la region es

Giramos la region alrededor del eje de revolucion y.

Por la ubicaciéon de la region respecto al eje de revolucion y, aplicamos el método de las arandelas, es decir,
las secciones transversales seran perpendiculares al eje de revoluciéon

<>

0 1 T

Rectangulos representativos para
el método de las arandelas

por lo que, la integral que nos proporciona el volumen debe ser expresada en variable y, para ello, despejamos
la variable x de las funciones y =/z y y = 2?, obtenemos que z =y* y por otro lado, z = /¥,
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Las secciones transversales son arandelas de radios

Radio mayor = ,/y —0=,/y Radio menor = y2 — 0 =12

Se genera el solido

Solido generado al girar la region dada
alrededor del eje de revolucion y

La integral que proporciona el volumen viene dada por

'- W/ol (Vo) = )7) dy = ”/01 (v—y")dy=

Ejemplo 333 : Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = /x

y=+vx—4 yeleje x, alrededor de la recta = = 10.
Solucién : La representacion grafica de la region es
y

P e i

Giramos la region alrededor del eje de revolucion = = 10. Por la ubicacion de la region con respecto al
eje de revolucion x = 10, utilizamos el método de las aréndelas, es decir, las secciones transversales seréan
perpendiculares al eje de revoluciéon

10 =z

Rectangulos representativos para
el método de las arandelas
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por lo que, la integral que nos proporciona el volumen debe ser expresada en variable ¥, por lo tanto, despejamos
la variable z, de las funciones y = ¢/z y y = /x — 4, obteniendo x =y® y x =y?+4, respectivamente.

Los radios de la seccién transversal son

Radio mayor =10 —y* = \/y Radio menor =10 — (y* +4) = 6 — y?

Se genera el solido

Solido generado al girar la regién dada
alrededor del eje de revolucion = = 10

La integral que proporciona el volumen viene dada por

2 2
V:w/ ((10—y2)2—(6—y2)2) dy:w/ (100 — 20y% + 4° — (36 — 36y> + y*)) dy
0 0

2
21
= ﬁ/ (y° —y* —20y® + 12y + 64) dy = 3216
0 35
Luego,
3216

*

Ejemplo 334 : Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = |z|,
y =22 —2, alrededor de la recta y = 3.

Solucién : La representacion grafica de la region es

Y

y = ||

y=22-2

Giramos la region alrededor del eje de revoluciéon y = 3.
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Por la ubicaciéon de la regiéon con respecto al eje de revolucion y = 3, utilizamos el método de las ardndelas,

es decir, las secciones transversales seran perpendiculares al eje de revoluciéon

—2

Rectangulos representativos para

el método de las arandelas
Observemos que debemos se tiene dos radios menores, ya que si < 0, tenemos la recta y = —x, mientras
que si x>0, larectaes y=x, de aqui, los radios de la seccion transversal son
Radio menor =3 — (—z) =3+ si —2<z2<0
Radio mayor =3 — (:102 — 2) =5— 22
Radio menor =3 — (z) =3 —z  si 0<xz<2
Por lo tanto, el volumen se calcula por medio de las integrales
0 2 2 2
V:7T/ ((5—:172) —(3—!—:0)2) dx—i—ﬂ'/ ((5—:02) —(3—:0)2) dz
—92 0
) /2 ((5 2)2_ (3 )2) 4 632
=27 —z°) —B8—=x rT=—"
0 15
*

Ejemplo 335 : Hallar el volumen del solido que se genera al girar la region del ejemplo 328 alrededor del eje

x.

Solucién : La representacion grafica de la region es

Yy

y=senzx
1 +£
7r
0 M -
2
Giramos la region alrededor del eje de revolucion = = —2

Farith J. Bricefio N. farith.math@gmail.com

Ultima actualizacién: Septiembre 2016




Matematica II - Guia 16. Aplicaciones de la integral definida. Volumen de un so6lido. 445

Por la ubicacién de la regiéon con respecto al eje de revolucion x = —2, se aconseja utilizar el método de
las capas (también conocido como el método de las envolventes cilindricas 6 el método de los cascarones), con
Y = senw.

Los rectangulos representativos son paralelos al eje de revolucién.

<o v

Yy =senx

.
+

0 T ™ T
2

Rectangulo representativo para
el método de las capas

El volumen viene dado por
V= 27T/ p(x) R(z) dz,
0

donde
p(x) : distancia del rectangulo representativo al eje de revolucion

R (x) : longitud del rectangulo representativo.

Calculamos p (z). Hay varias manera de encontrar p(z), una de ellas es la siguiente

<o v

Yy =senzx

Consideremos el rectdngulo representativo
colocado en el extremo izquierdo del intervalo
[0, 7], es decir, en x =0, la distancia de ese
rectangulo representativo al eje de revolucion,
recta horizontal, x = —2 es igual a dos, 2,
asi, obtenemos el punto (0,2). —2

Rectangulo representativo en el
extremo izquierdo del intervalo

<o v

Yy =senz

Consideremos el rectdngulo representativo
colocado en el extremo derecho del intervalo
[0, 7], es decir, en z =, la distancia de ese
rectangulo representativo al eje de revolucion,
recta horizontal, * = —2 esigual a 7 maés
0 T oz dos, 742, asi, obtenemos el punto (7,7 + 2).

-2

Rectangulo representativo en el
extremo derecho del intervalo

Buscamos la recta que pasa por estos dos puntos, (0,2) y (7,7 + 2), la cual tiene como ecuacion y = x+2,
entonces p(x) =z + 2.

Por otra parte, R(x)=senz —0 = senx.
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Luego, el volumen viene dado por
V:27r/ (x4 2)senx de =27 (m +4).
0
*

Ejemplo 336 : Hallar el volumen del solido que se genera al girar la region del ejemplo 333 alrededor de .
Solucién : La representacion grafica de la region es

Y

P e

0 4

Giramos la region alrededor del eje de revolucion =z

Por la ubicaciéon de la region con respecto al eje de revolucién x, se aconseja utilizar el método de las capas
(también conocido como el método de las envolventes cilindricas 6 el método de los cascarones).

Los rectangulos representativos son paralelos al eje de revolucién, por lo tanto, despejamos la variable x de
las funciones y = /r y y =+/4 —x y obtenemos z =% y x =y?+ 4, respectivamente

Y

D e - — o

Rectangulo representativo para
el método de las capas

El volumen viene dado por

V—27T/0 p(y) R(y) dy,

donde
p(y) : distancia del rectangulo representativo al eje de revolucion

R (y) : longitud del rectangulo representativo.

Calculamos p (y). Hay varias manera de encontrar p (y), una de ellas es la siguiente
Y

P i

Consideremos el rectangulo representativo
colocado en el extremo izquierdo del intervalo
[0,2], es decir,en z =0, la distancia de ese
rectangulo representativo al eje de revolucién y=v4d—x /\
(eje) = esigual a cero, 0, asi, obtenemos el
punto (0,0).

Rectangulo representativo en el
extremo izquierdo del intervalo
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Y
o

y= -z Consideremos el rectdngulo representativo
colocado en el extremo derecho del intervalo
[0,2], es decir,en z =2, la distancia de ese
y=vid-zx [\ rectangulo representativo al eje de revolucién
{ } (eje) = esigual a dos, 2, asi, obtenemos el

0 * 8 \] o punto (2,2).

Rectangulo representativo en el
extremo derecho del intervalo

Buscamos la recta que pasa por estos dos puntos, (0,0) y (2,2), la cual tiene como ecuacion z= = y,
entonces p(y) =y.

Por otra parte, R(y)=y?+4 —y3.

Luego, el volumen viene dado por

2 2
Vet [y a—g)dy=2n [+ ay—y)dy = P
0 0

*

Ejemplo 337 : Hallar el volumen del solido que se genera al girar la region del ejemplo 334, alrededor de la
recta T = 2.

Solucién : La representacion grafica de la region es
y

y = ||

y=22-2

Giramos la region alrededor del eje de revoluciéon x = 2. Por la ubicacién de la region con respecto al
eje de revolucion x = 2, se aconseja utilizar el método de las capas (también conocido como el método de las
envolventes cilindricas 6 el método de los cascarones), con y = |z| y y = 22 —2. Los rectangulos representativos

son paralelos al eje de revolucion

y |

y = ||

Rectangulo representativo para
el método de las capas
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El volumen viene dado por

2
V:27T/_2p(:c)R(:17) dzx,

donde
p(z) : distancia del rectangulo representativo al eje de revolucion

R (z) : longitud del rectangulo representativo.

Calculamos p (z). Hay varias manera de encontrar p(z), una de ellas es la siguiente

Y

y = |z|

I

I

I

. ) . I
Consideremos el rectangulo representativo I
colocado en el extremo izquierdo del intervalo ; I
I

I

I

I

I

[—2,2], es decir, en z = —2, la distancia de -2 0
ese rectangulo representativo al eje de revolu-
cion, recta vertical, x = 2 es igual a cuatro,
4, asi, obtenemos el punto (—2,4).

Rectangulo representativo en el

extremo izquierdo del intervalo

ese rectangulo representativo al eje de revolu-
cion, recta vertical, x =2 es igual a cero, 0,
asi, obtenemos el punto (2,0).

Yy
y=lz| /],
|
[
: Consideremos el rectangulo representativo
: I colocado en el extremo derecho del intervalo
-2 0 2 @ [-2,2], es decir, en x = 2, la distancia de
[
|
[
|

Rectangulo representativo en el

extremo derecho del intervalo
Buscamos la recta que pasa por estos dos puntos, (—2,4) y (2,0), la cual tiene como ecuacion y = 2 — z,
entonces p(z) =2 — x.

Por otra parte, observe que se tiene dos R (x).

Si —2<z<0, tenemosque R(z)=-z-(2°-2) = R(z)=2-2—2°

Si 0<z<2, tenemosque R(z)=z-(2?-2) = R(z)=2+z—2"

Luego, el volumen viene dado por

0 2
V:27T/ (2—x)(2—x—x2)d:17—|—27r/ (2—1:)(2—|—x—:172)d:17:8—??7r.
-2 0

*
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Ejemplo 338 : Hallar el volumen del sdlido que se genera al girar la region limitada por las curvas
y=a>+22+22+1, z=1
y los ejes coordenados alrededor de la recta vertical x = 2.

Soluciéon : Obtenemos la grafica de la region en el intervalo Y
[0, 1].

Observe que el comportamiento de la funcion fuera del intervalo
[0,1] no es de interés para la obtencion del volumen del s6lido.

Asi
=3+ +22+1
Si z = 0 entonces y = (0)> + (0) +2(0) +1 =1 y=wttat et
Siz=1entonces y = (1)° + (1)*+2(1)+1=5
ademas, la funcion y = 2% + 22 + 22 + 1 es creciente en [0, 1],
ya que

y/:(x3—|—x2—|—2x+1)/:3x2—|—2x+2>O,

por lo que, la representacion grafica de la region es

Como debemos girar alrededor de la recta x = 2 usamos el método de las capas (también conocido como el
método de las envolventes cilindricas 6 el método de los cascarones), con y = z3 + 22 + 2z + 1.

Los rectangulos representativos son paralelos al eje de revolucion

Y

S

y=a3+22+22+1

0 1 2

Rectangulo representativo para
el método de las capas

Como es conocido, el volumen viene dado por

V:27r/0 p(x) R (z) dx

donde
p(z) : distancia del rectangulo representativo al eje de revolucion

R (x) : longitud del rectangulo representativo.
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Calculamos p (z). Hay varias manera de encontrar p(z), una de ellas es la siguiente

. |
’ T
[
51 [
|
|
[
[
Consideremos el rectdngulo representativo :
coloca.do en el extremo I'ZQHIGI‘.dO del 1ntervaf10, y=a%+a2+2+1 I
es decir, en x = 0, la distancia de ese rectan- :
gulo al eje de revolucion, recta vertical, x = 2 I
es igual a dos, 2, asi, obtenemos el punto :
(0,2). [
|
[
[
|
|
0 1 2 : T
| ) .
y T Rectangulo representativo en el
: extremo izquierdo del intervalo
5 -
|
|
[
[
|
I Consideremos el rectdngulo representativo
y=a3+22+2x+1 : colocado en el extremo derecho del intervalo,
I es decir, en x = 1, la distancia de ese rectan-
: gulo al eje de revolucion, recta vertical, x = 2
: es igual a 1, asi, obtenemos el punto (1,1).
|
[
[
|
' |
0 1 2 : x

Rectangulo representativo en el

extremo derecho del intervalo

Buscamos la recta que pasa por estos dos puntos (0,2) y (1,1), la cual tiene como ecuaciéon y = —x + 2,
entonces, p(z)=—x+2.

Por otra parte, R(z)= (2% +2%+2z+1)—(0) =2+ 22 +2z+1.
La integral que nos proporciona el volumen viene dada por

1
71
V:27T/ (—x+2)(x3—|—:172+2:17+1)dxzﬁﬂ'.
0

*

Ejercicios

1. La base de un soélido es un disco circular de radio 3. Calcule el volumen del solido si las secciones
transversales perpendiculares a la base son tridngulos rectangulos isésceles, cuya hipotenusa se encuentra
sobre la base del solido.

2 4

2. La base de un so6lido es la regién limitada por y =1—2° y y=1—x". La seccién transversal del sélido
perpendicular al eje = es un cuadrado. Encuentre el volumen del sélido.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20

. Encuentre el volumen del casquete de una esfera con radio r y altura h.

La base de un s6lido es un circulo con un radio r unidades y todas las secciones planas perpendiculares
a un diametro fijo de la base son tridAngulos rectos isosceles que tiene la hipotenusa en el plano de la base.
Encontrar el volumen del sélido.

. La base de un solido es la regién interior del circulo z? + y? = 4. Encuentre el volumen del sélido si toda

seccion transversal mediante un plano perpendicular al eje x es un cuadrado.

. La base de un sélido esta limitada por un arco de y = y/cosz, —n/2 <z < w/2. Toda seccion transversal

perpendicular al eje = es un cuadrado apoyado sobre su base. Encuentre el volumen del sélido.

Dos cilindros rectos circulares, cada uno con radio r unidades, tiene ejes que se intersectan en dngulos
rectos. Encontrar el volumen del s6lido comun a los dos cilindros.

. La base de un solido es la region R limitada por y = /= y y = 2. Toda seccién transversal perpendicular

al eje = es un semicirculo cuyo diametro se extiende a lo largo de R. Encuentre el volumen del sélido.

. Una cuna se corta de un solido en forma de cilindro recto circular con un radio de r pul por un plano que

pasa a través de un didmetro de la base y forma un angulo de 45° con el plano de la base. Encontrar el
volumen de la cuna.

2 2

La base de un solido es la regién limitada por las parabolas y =2z y y =2 — z°. Obtenga el volumen
del solido si las secciones transversales perpendiculares al eje = son cuadrados con un lado a lo largo de
la base del s6lido.

La altura de un monumento es de 20 m. Una seccién transversal horizontal que estéd a una distancia de =
metros de la parte superior es un tridngulo equilatero cuyo lado mide x/4 metros. Calcule el volumen del
monumento.

(a) La base de un solido es un cuadrado con vértices en (1,0), (0,1), (=1,0) y (0,—1). Cada seccion
transversal perpendicular al eje x es un semicirculo. Obtenga el volumen del solido.
(b) Demuestre que cortando el solido considerado en la parte 12a, se le puede reacomodar para formar

un cono. Luego, calcule su volumen.

Un servilletero se obtiene practicando un agujero cilindrico en una esfera de modo que el eje de aquél pase
por el centro de ésta. Si la longitud del agujero es 2h, demostrar que el volumen del servilletero es mah?,
siendo @ un namero racional.

Un solido tiene una base de radio 2. Cada seccién producida por un plano perpendicular a un didmetro
fijo es un triangulo equilatero. Calcular el volumen del s6lido.

Las secciones transversales de un sélido por planos perpendiculares al eje = son cuadrados con centros en
dicho eje. Si al cortar por el plano perpendicular en el punto de abscisa x, se obtiene un cuadrado cuyo
lado es 222, se trata de hallar el volumen del sélido entre =0 y = = a.

Hallar el volumen de un sé6lido cuya seccion transversal por un plano perpendicular al eje = tiene de area
ax® +br +c paracada z del intervalo 0 < x < h. Expresar el volumen en funcién de las areas By, M

By de las secciones transversales correspondientes a x =0, =z = — x = h, respectivamente. La
? 2 ?

formula que resulta se conoce por formula del prismatoide.
Encuentre el volumen de un cono circular recto de altura h y radio de la base r.

Encuentre el volumen de un tronco de un cono circular recto con altura h, radio de la base inferior R y
radio superior 7.

Encuentre el volumen del tronco de una pirdmide con base cuadrada de lado b, cuadrado superior de lado
a y altura h. ;Qué sucede se a =05b7 ;Si a =07

Encuentre el volumen de una pirdmide con altura h y base rectangular con dimensiones b y 2b.
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21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

Encuentre el volumen de una piramide con altura h y un tridngulo equilatero con lado a (un tetraedro)
como base.

Encuentre el volumen de un tetraedro con tres caras perpendiculares entre si y tres aristas perpendiculares
entre si con longitudes de 3 cm, 4 cmy 5 cm.

Encuentre el volumen de S, sila base de S es un disco circular con radio r. Las secciones transversales
paralelas perpendiculares a la base, son cuadrados.

Encuentre el volumen de S, sila base de S es la region parabolica {(:v, y) /a2 <y< 1}. Las secciones
transversales perpendiculares al eje y son triangulos equilateros.

Encuentre el volumen de S, si S tiene la misma base que la del ejercicio 24, pero las secciones transversales
perpendiculares al eje y son cuadrados.

Encuentre el volumen de S, sila base de S es la region triangular con vértices (0,0), (2,0) y (0,2).
Las secciones transversales perpendiculares al eje = son semicirculos.

Encuentre el volumen de S, si S tiene la misma base que la del ejercicio 26, pero las secciones transversales
perpendiculares al eje x son tridngulos is6sceles con altura igual a la base.

(a) Enuncie una integral para obtener el volumen de un toro solido con radio r y R.

(b) Interprete la integral como un area y halle el volumen del toro.

Se recorta una cuna de un cilindro circular de radio 4 mediante dos planos. Uno de los planos es per-
pendicular al eje del cilindro. El otro se interseca con el primero en un angulo de 30° a lo largo de un
didmetro del cilindro. Encuentre el volumen de la cuna.

Encuentre el volumen comtn a dos esferas cada una con radio r, si el centro de cada una se encuentra en
la superficie de la otra.

La base de un cierto sélido es un triangulo equildtero de lado a, con un vértice en el origen y una altura
a lo largo del eje x. Cada plano perpendicular al eje = corta al s6lido en una secciéon cuadrada con un
lado en la base del s6lido. Hallar el volumen.

Cada plano perpendicular al eje = corta a un cierto sélido en una seccién circular cuyo diametro esta en
el plano 2y v se extiende desde 22 =4y hasta y? = 4z. El sélido est4 entre los puntos de interseccion
de estas curvas. Hallar su volumen.

Si la base de un soélido es un circulo con un radio de r unidades y si todas las secciones planas perpendic-
ulares a un didmetro fijo de la base son cuadradas, encontrar el volumen del solido.

Se corta una cuna de un cilindro de 7 pul por medio de dos planos, uno perpendicular al eje del cilindro
y el otro intersectando al primero en un dngulo de 60° a lo largo de un didametro de la seccién plana
circular, encontrar el volumen de la cuna.

La base de un sélido es un circulo que tiene un radio de r unidades. Encontrar el volumen del so6lido si
todas las secciones planas perpendiculares a un diametro fijo de la base son tridngulos equilateros.

Resolver el ejercicio 4 si los tridngulos rectos isésceles tienen un cateto en el plano de la base.

Encontrar el volumen de una piramide recta que tiene una altura de h unidades y una base cuadrada de
a unidades de lado.

La base de un sélido es un circulo con un radio 4 pul y cada seccién plana perpendicular a un didmetro
fijo de la base es un tridngulo isosceles que tiene una altura de 10 pul y una cuerda del circulo como una
base. Encontrar el volumen del sélido.

La base de un sélido es un circulo con un radio de 9 pul y cada seccién plana perpendicular a un didmetro
fijo de la base es un cuadrado que tiene una cuerda del circulo como diagonal. Encontrar el volumen del
solido.
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40. Una cuna se corta de un solido en forma de cono recto circular que tiene un radio de la base de 5 pul y
una altura de 20 pul por medios de dos planos a través del eje del cono. El angulo entre los dos planos es
de 30°. Encontrar el volumen de la cufia cortada.

41. Dibuje la region R limitada por las graficas de las ecuaciones dadas, mostrando un rectangulo vertical
caracteristico. Encuentre después el volumen del solido generado por la rotaciéon de R alrededor del eje

T. 2
1 y:z, r=4, y= 2. y::z:2/3, y=0, z=1, =8
3. y=23, 2=2, y=0 4. y=2a%2 y=0, z=1, z=3
1
5. y=—, =1, =4, y= 6. y=+v4—22, y=0, z=-1, z=2
T

42. Dibuje la region R limitada por las graficas de las ecuaciones dadas, mostrando un rectangulo vertical
caracteristico. Encuentre después el volumen del sélido generado por la rotaciéon de R alrededor del eje

v y=6, y=1, z=0; 3 z=\y y=4 z=0;
4. z=+/9—-192, =0; 5. z=y*3 y=8, =0; 6. z=y%2 y=4, z=0;

43. Dibuje la region R limitada por las graficas de las ecuaciones dadas, mostrando un rectangulo vertical
caracteristico. Encuentre después el volumen del sélido generado por la rotacién de R alrededor del eje

indicado.
Region En torno Region En torno
1. z=9% z=1; rz=1 2. z4+y=3, y=2z, z=0; eje y
3. v=—9y*+2y, v=0; r=2 4. z4+y=2, z=0, y=0, y=1; eje x
5. y:x1/3, r=0, y=1; y=2 6. yzm, r=05, y=0; =25

44. Encuentre el volumen del s6lido generado por la rotacion alrededor del eje = de la regiéon limitada por la
mitad superior de la elipse
2 2

£ Y

2 e

a b
y el eje x, encuentre después el volumen del esferoide alargado. Aqui, ¢ y b son constantes positivas,
siendo a > b.

=1

45. Encuentre el volumen del sélido generado por la rotaciéon alrededor del eje x de la regiéon limitada por la
recta y = 4x y la pardbola y = 4x2.

46. Encuentre el volumen del s6lido generado por la rotacion alrededor del eje = de la regién limitada por la
recta x = —2y y la parabola y? — 2z = 0.

47. Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacion alrededor del eje = de la region del primer
cuadrante limitada por la recta = = r — h, el circulo 22 + 3% = 12, siendo 0 < h < r y encuentre

después el volumen de un segmento esférico de altura h, si el radio de la esfera es 7.

48. Halle el volumen del s6lido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = vVr2 — 22, y = |x|—r,
alrededor de =z =r.

49. Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacion alrededor del eje y de la region limitada por la
recta y =4z y la pardbola y = 4x2.

50. Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la regién limitada por las curvas y = 3, y = «z,

alrededor de z = 2.
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

58.

59.

Encuentre el volumen del s6lido generado por la rotaciéon alrededor de la recta y = 2 de la region limitada
por las pardbolas 322 — 16y +48=0 y 2 — 16y +80 v el eje .

Calcule los volumenes de los so6lidos que se obtienen al girar la region limitada por las curvas y =z y
y =22 en torno a los siguientes ejes

(a) elejex (b) elejey (¢) y=2

Encuentre el volumen del sé6lido generado por la rotaciéon de la region del primer cuadrante limitada por
la curva 3% =22, larecta £ =4 yeleje .

(a) alrededor de =z =4 (b) alrededor de y =8

Encuentre el volumen del sélido generado por la rotaciéon de la regiéon en el primer cuadrante aislada por
la curva 3% =23, larecta y =8 yeleje v.

(a) alrededor de = =4 (b) alrededor de y =8

Sea R la regiéon del primer cuadrante limitada por las curvas y = 23 y y = 2z — 22. Calcule las

siguientes cantidades

(a) El area de R.
(b) El volumen que se obtiene al hacer girar R alrededor del eje .

(c) El volumen que se obtiene al hacer girar R alrededor del eje .

Sea R la region limitada por las curvas y = 1/2%, 2 =1, 2 =3 y y = 0. Formule, pero no calcule,
integrales para cada uno de las siguientes cantidades

El area de R.

(a)

(b) El volumen del solido obtenido cuando R gira alrededor del eje y.
)
)

(c) El volumen del solido que se obtiene cuando R gira alrededor de la recta y = —1.

(d) El volumen del solido que se obtiene mediante la rotaciéon de R alrededor de z = 4.

Siga las instrucciones del problema 56 para la region limitada por y =2°+1 y y =0 entre 1 =0 y
T =2

Aplique el método de las envolventes cilindricas para calcular el volumen del s6lido que se obtiene al hacer
girar en torno al eje = la regiéon limitada por las curvas dadas

1. 2=y, =0, y=16; 2. z=vy% x=0, y=2, y=5; 3. y=22, y=9

4. 2 —6y+x=0, =0; 5. y=+x, y=0, z+y=2; 6. y=2, =0, z4+y=2

Utilice el método de las envolventes cilindricas para calcular el volumen del s6lido que se genera al hacer
girar en torno al eje y la region limitada por las curvas dadas

1. y=22, y=0, z=1, =2 2. y=1/z, y=0, z=1, =10

3. y¥=2x, x=2 4. y=sen(s?), y=0, z=0, z=7

5. y=22, y=4, >0 6. y=+v4+a2, y=0, =0 z=4

7. y=z22—-23 y=0 8 y=-a22-62+10, y=—-a?>+6x—6, =0
9. y=-22+42-3, y=0 10, y=2-2, y=+vzr—2
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60. Aplique el método de las envolventes cilindricas para calcular el volumen del s6lido que se obtiene al hacer
girar en torno al eje indicado la region limitada por las curvas dadas. Dibuje la regiéon y una corteza
representativa.

(a) y=+vx, y=0, ax=1, ax=4; alrededor del eje y.
(b) y=2a%, y=0, x=-2, x=-1; alrededor del eje y.
() y=2*, y=0, =xz=1, x=2; alrededorde z=1.
(d) y=22, y=0, x=-2, z=-1; alrededorde x=4.

() y=+vx—-1, y=0, =z=5, alrededorde y=3.

(f) y=4r—2%  y=8xr—22?  alrededor de z = —2.

3

61. Establezca, pero no evalte, una integral para el volumen del sélido que se genera al hacer girar la regiéon
limitada por las curvas dadas en torno al eje indicado.

(a) y=senz, y=0, =x=2m, x=23r alrededor del eje y.

1

=132 V=0 2=0 =2=3 alrededordelcje y.
€T

(b) y
(c) y= —22 4+ Tz — 10, y=x—2, alrededor del eje z.

(d) z=cosy, =0, y=0, y=mx/4; alrededor del eje =z.

(e) y::c4, Yy = sen (%), r =25, alrededor de = = —1.

(f) r=4-y? a=8-2y% alrededor de y=>5.

62. Halle el volumen del sélido que se genera al girar la regién limitada por las curvas y = 3 — v/1 — 22,
y=lz|, x=-1y z =1, alrededor de y =3.

63. Las integrales que se proporcionan a continuaciéon representan volumenes de solidos. Describa los sélidos

correspondientes.
/2 9 1
1. / 2mx cosx dx 2. / 271'y3/2 dy 3. / 2T (173 — a:7) dx
0 0 0
ks ™ 2
4. / 27 (4 — x) sen x dx 5. / nsen® z dx 6. / 2my (4 —y?) dy
0 0 0

64. La region limitada por las curvas dadas se hace girar en torno al eje indicado. Calcule, por cualquier
método, el volumen del sé6lido resultante

(a) y=a22+x—-2, y=0, alrededor del eje =.
(b) y=a®>—-3x+2, y=0, alrededor del eje y.
() z=1-9% =0, alrededor del eje y.

d y=zv1i+z3, y=0, x=0, x=2; alrededor deleje y.
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65. Hallar el volumen del solido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = |z|, y = 22 — 4
y las rectas verticales * = —2 y x = 2, alrededor de la recta y = 3.
66. Hallar el volumen del solido que se genera al girar la region limitada por las curvas y = |z|, y = 2> — 8
v las rectas verticales * = —2 y x = 2, alrededor de la recta y = 3.
67. Determine la longitud de la grafica de la ecuaciéon dada en el intervalo indicado
1. y=uz [-1,1] 2. y=2a%2+4, desde (0,4) hasta (1,5) 3. y=2x+1, [0,3
® T
4.y =323, [1,§] 5. y= Vuz—1ldu, 1<z<2 6. y=tanuz, {——,—]
1 44
7. y=senz, [0,7] 8. y=2yxr+1, [0,3] 9. 5z =y52 45y 12 [4,9]
* 0 T
10. z=4-—19%3 11,8 11. yz/ V6dsen2ucos2u —1du, — <<=
71’/6 6 3
Respuestas: Ejercicios.
1. 72 2. 31165; 3. wh? (’I" - %‘), 4. %0’; 5. 1%; 6. 2; 7. %67"3; 8. 2987;),
9. %TS pul?’; 10. %; 11. 12‘1\/5; 12.a. %‘; 12.b. %‘; 13. a = %; 14. 163\/5;
15, 4o, 16. & (By +4M + By); 17, =2h, 18. =k (R® = Rr+12); 19. 42 (b2 4 ab+a?);
20. 222k, 21. Y2a2h; 22. 10 em®; 23, 162 24. 3 25. 2 2. Z;
27. 3; 28.a. 87R [J \/r? — y2dy; 28.b. 27%r?R; 29. 128./3; 30. %WTS; 31 */—Fa?’;
32. Z2m; 33. 16,3 34. 2/3r® pul®; 35. 4./3r3; 36. Sr3; 37. aih, 38. 80m;
39. 1944 pul®; 40. ; 41.1. S m; 41.2. 38lg, 41.3. Z8x; 41.4. 20m; 41.5. 3m; 41.6. 9m;
42.1. £ 42.2. P 42.3. 8m; 42.4. 36m; 42.5. %m; 42.6. S 43.1. 43.2. 2
43.3 %ﬂ; 43.4 %ﬂ’; 43.5. %77; 43.6 215‘,)677; 44. 4a3b2 5 45. %ﬁ; 46. %ﬂ';
47. ™ (g + %TS — hzr) , V=m (hr2 — %) H 48. rr?; 49 %ﬂ'; 50. 2m; 51. 16m; 52.a ?l—,)
52.b. %; 52.c. 8Z; 53.a. 19247; 53.b. 194m; 54.a. 3330n; 54.b. 38m; 55.a. 3I;
55.b. %ﬂ'; 55.c 1—377; 56.a %; 56.b. %77; 56.c %ﬂ; 56.d. %ﬂ'; 57.a. 6; 57.b %ﬁ;
57.c. 1 57.d. 20 58.1. 2096, 58.2. 809 58.3. 1%dr; 58.4. 216m; 58.5. 2m;
58.6. 2m; 59.1. 2w 59.2. 18m; 59.3. %m; 59.4. 2m; 59.5. 8m; 59.6. L= (5\/5— 1) ;
59.7. &; 59.8. 28 59.9. Lo 59.10. &m; 60.a. 12m; 60.b. iim; 60.c. ilm; 60.d. STr;
60.e. %ﬂ'; 60. f %ﬂ'; 6l.a. V =27 f23:msenm dx; 61.b. V =27 fg’ H% dx;
61.c. :wf24((71—12—10)2—(1—2)2) dz; 61.d. V:27rf0”/4ycosy dy;
61.e. :27rf01 (x+1) (sen(%)—m‘l) dw+27rf15 (x+1) (m4—sen(”—22)) dz; 61.f. V:27rf32 5B -1v) (4—y2) dy;
62. %471'; 63.1. Region : f (z) =cosz, x =0, x = 5, Eje de revolucion : y;
63.2. Region : f(y) = y3/2, y=0, y=9, Eje de revolucién : z;
63.3. Region : f(z) =22 —2% =0, x =1, Eje de revolucién : y;
63.4. Region : f(z) = sen*z, © =0, z =, Eje de revolucién : z = 4;
63.5. Regién : f(z) = sen?z, =0, z =, Eje de revolucién : z;
63.6. Region : f(y) =4 — y2, 2 =0, z =2, Eje de revolucion : x; 64.a. %ﬂ'; 64.b. %T(; 64.c. %T(;
64.d. %Tr;
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agradece reportar cualquier error que usted encuentre en este material enviando un mensaje al correo electronico

farith.math@gmail.com
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